WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKEAD 9: ZMIENNE LOSOWE CIAGLE I DYSKRETNE.

Twierdzenie. Jesli zmienna losowa X ma dystrybuante F', to
Pla< X <b)=F(b)— Fla).
Natomiast dla zmiennej losowej dwuwymiarowej (X,Y') o dystrybuancie Fxy mamy
Pla< X <bc<Y <d)=F(b,d)— F(bc)— F(a,d)+ F(a,c).
Twierdzenie. Dla zmiennej losowej dyskretne; X dla dowolnego A C R mamy:

P(Xe€A)= ZIP(X::E) .
€A
Podobnie, dla zmiennej losowej cigglej o gestosci f i dowolnego A C R zachodzi
P(X € A) :/ fla)dz.
€A

Twierdzenie (Nieréwno$é Markowa). Dla dowolnego a > 0

E|X
]P’(\X]}a)<g.

Twierdzenie (Nieréwnos$é Czebyszewa). Dla dowolnego b > 0
VarX
b
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Uwaga Jesli X ma rozklad dwumianowy z parametramin ip, to P (X = k) najpierw monotonicznie
rosnie, przyjmuje najwieksza wartos¢ dla k = |(n + 1)p| (w przypadku, gdy (n + 1)p jest calkowite
przyjmuje najwieksza wartosé réwniez dla k = [(n + 1)p| — 1), a nastepnie maleje.

Zmienna losowa X o rozkladzie wyktadniczym ma gestoéé dang wzorem f(z) = de ™ dla z > 0, a
dystrybuante F(z) = 1 — e dla x > 0. Wtedy EX = 1/\, a VarX = 1/)\2.



1. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Dystrybuanta zmiennej losowej (X, Y') wyraza si¢ wzorem

(1 —exp(—x))(1 —exp(—2y) dlaz >0,y >0,
0 w pozostatych przypadkach.

FX,Y(%?J) = {

(a) Znajdz gestos¢ fxy.

(b) Znajdz dystrybuanty Fx, Fy i gestosci fx, fy.

(c) Czy zmienne losowe X 1Y sg niezalezne?

(d) Korzystajac z dystrybuanty Fxy, znajdz P(—1 < X <4,2<Y <3).

Zadanie 2. Gestosé¢ zmiennej losowej (X, YY) wyraza si¢ wzorem

cy dla (z,y) nalezacych do tréjkata o wierzchotkach (0,0),(0,4), (1,4).
fxy(z) =
0  w pozostatych przypadkach.

) Zmajdz stala c.

) Wylicz gestosé fx, dystrybuante Fx i warto$¢ oczekiwana EX.

) Czy zmienne losowe X 1Y sa niezalezne? Czy aby to stwierdzié, trzeba wyliczy¢ fy badz Fy?

) Korzystajac z dystrybuanty Fx, znajdz P (1/2 < X < 3/2).

) Oblicz P (1/2 < X < 3/2), tym razem korzystajac z gestosci fx.

) Wylicz prawdopodobiefistwo P (X > 7/8), a nastepnie oszacuj je korzystajac z nieréwnosci Mar-
kowa.

Zadanie 3. Na pewnym poznanskim skrzyzowaniu zdarza sie srednio 0,9 wypadkéw rocznie. Oblicz
doktadnie prawdopodobienstwo, ze w przysztym roku na tym skrzyzowaniu zajda co najmniej trzy
wypadki, a nastepnie oszacuj to prawdopodobienstwo, uzywajac nieréwnosci Markowa i nieréwnosci
Czebyszewa.

Zadanie 4. Pig¢¢ stacji pomiarowych na pieciu réznych kontynentach rejestruje wysokoenergetyczne
czastki kosmiczne. Liczba czastek zarejestrowanych rocznie przez kazda ze stacji ma rozktad Poissona,
ze $rednia 3,6. Znajdz prawdopodobienstwo, ze doktadnie trzy z pieciu stacji zarejestruja wiecej niz 3
czastki w nastepnym roku.

2. ZADANIA DOMOWE

Zadanie 1. Dystrybuanta zmiennej losowej X wyraza si¢ wzorem

0 dlax <0
F(x)=¢2?/84+21/32 dla0 <z <2
1 dla x > 2.
Znajdz P (X € [—1,1/2) U (3/2,4)).
Zadanie 2. Zmienna losowa cigglta X posiada dystrybuante:
0 dlax < ¢
Flz)=<{(xr—1)* dlac<z<2

1 dla z > 2

(a) Wyznacz stala c.
(b) Korzystajac z dystrybuanty, oblicz P (% <X < 4).
(c) Oblicz wartosé oczekiwana i wariancje zmiennej losowej X.
Zadanie 3. W urnie znajduje sie n biatych i m czarnych kul. Losujemy kule ze zwracaniem tak dtugo, az

wylosujemy kule biata. Niech X oznacza liczbe losowan. Podaj rozktad, wartos¢ oczekiwang i wariancje
zmiennej losowej X.
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Zadanie 4. Hurtownia zaopatruje 10 sklepéw. Kazdy sklep przysyta w danym dniu zaméwienie z praw-
dopodobienstwem 0,4. Podaj rozktad zmiennej losowej, jaka jest dzienna liczba zaméwien otrzymanych
przez hurtownie (co to za rozktad?). Jaka jest
a) Srednia,
b) najbardziej i najmniej prawdopodobna liczba zaméwien ?

Zadanie 5. Nocny tramwaj przyjezdza co 30 minut, zaczynajac od poéinocy. Student przychodzi na
przystanek X minut po p6étnocy (X nie musi by¢ liczba catkowita), przy czym dystrybuanta zmiennej
losowej X wyraza sie wzorem

0 dla z <0
F(x)=<z/50 dla0 <z <50
1 dla z > 50.

a) Znajdz gesto$¢ zmiennej losowej X.

b) Korzystajac z dystrybuanty, znajdZz prawdopobienstwo, ze student bedzie czekaé¢ na tramwaj
krocej niz 15 minut.

¢) Rozwiaz poprzednie zadanie korzystajac z gestosci.

Zadanie 6. Czas pracy X pewnego urzadzenia (liczony w dniach) ma rozktad dany dystrybuanta
Fz)=1—-e"dlaxz > 01 F(r) =0 dlar < 0. Znajdz prawdopobienstwo, ze urzadzenie bedzie
dziatalo przez rok (nieprzestepny). Jaki to rozkltad? Wypisz gestos¢ fx zmiennej losowej X. Jaka jest
jej warto$¢ oczekiwana, a jaka wariancja? Oblicz doktadng warto$é P (X > 1000), a nastepnie oszacuj
je korzystajac z nieréwnosci Markowa, a potem z nieréwnosci Czebyszewa.



