WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKEAD 8: ZMIENNE LOSOWE CIAGLE.

Przypomnijmy, ze dowolna funkcje (mierzalna) (X,Y) : © — R? nazywamy wektorem losowym lub
zmienng losowa dwuwymiarowa. Dla takiego wektora dystrybuanta Fx y : R? — [0, 1] zdefiniowana jest
wzorem

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y) .
<

Definicja. Jesli dystrybuanta Fxy(z,y) =P(X <=z,Y
R?, daje sie zapisaé jako

y) zmiennej losowej dwuwymiarowej (X,Y) : Q —

oy
Fxy(z,y) = / / fxy (s, t)dtds,

dla pewnej nieujemnej funkcji fxy : R? — R, to zmienng losowg (X,Y) nazywamy (absolutnie) ciagla, a
funkcje fxy gestoScig zmiennej losowej (X,Y). Wtedy

O?F(z,y)

fX7Y(S’t) = dxdy |z:s,t:y ’

dla prawie wszystkich wartosci (s,t).
Zauvwazimy, ze wtedy

/ / fxy(s,t)dsdt =1.

Jesli (X,Y) jest (absolutnie) ciagla, to gestosé i dystrybuante zmiennej losowej X znajdujemy ze wzoréw

fx(x) = [ "ty (@bt

Fx(z) = lim Fxy(z,y).

Podobnie zmienna losowa Y ma gestosé

fr(y) = /_o:o fxy(s,y)ds

i dystrybuante
Fy(y) = lim Fxy(z,y).

Jesli zmienna losowa dwuwymiarowa (X,Y) ma gesto$é fx y, to dla dowolnej funkcji (mierzalnej) g : R? — R

(o) (o]
Bg(0Y) = [ [ gls.thfx (s, t)deds.
—o0 J—o0
czyli, np.
(o] (0.0
E(X2%Y) = / / stfxy(s,t)dt.
—o0 J—0o0
Definicja. Zmienne losowe X @Y sq niezalezne, jesli dla wszystkich kazdej pary x,y € R zachodzi

Fxy(z,y) = Fx(2)Fy(y).-

Jesli zmienna losowa dwuwymiarowa (X,Y) ma gestosé fxy, to X i Y sa niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy

fxy(z,y) = fx(@)fy(y),

dla (prawie) wszystkich x i y.



DODATEK A. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Zmienna losowa ciagta X ma dystrybuante dana wzorem

0 dla z <0,
F(z)=qcx® dla0<z<1,
1 dlax > 1,

gdzie ¢ jest pewna stala. Znajdz wartosé ¢, gesto$é f(z), warto$é oczekiwang EX i wariancje Var X.
Zadanie 2. Gestos¢ zmiennej losowej X zadana jest wzorem
a gdy T e (_2a _1)a
flx)=qbx forx e (1,2),
0 w pozostalych przypadkach,

gdzie a i b sa stalymi.
Znajdz wartodci a i b wiedzac, ze EX = 0. Oblicz Var X i znajdz dystrybuante Fx tej zmiennej losowe;j.

Zadanie 3. Na odcinku [0, 1] wybieramy losowo dwa punkty. Niech Z bedzie zmienng losowa oznaczajaca
odlegto$¢ miedzy tymi punktami.

(i) Znajdz dystrybuante Fz, gesto$¢ fz, warto$é¢ oczekiwana EZ i wariancje Var Z.
(ii) Znajdz dystrybuante F zmiennej losowej X = Z2, jej gestoéé fx i warto$é oczekiwang EX.
(iii) Jak obliczy¢ EX nie znajdujac gestosci fx7
(iv) Jak wyznaczy¢ fx nie korzystajac z wyznaczonego w podpunkcie (ii) wzoru na Fx?

DODATEK B. ZADANIA DOMOWE

bu+1_au+1

1 Jesli tylko u # —1.

Przypominam, ze (') = tz'1 i [0 2¥dz =

Zadanie 1. Zmienna losowa (X,Y’) ma dystrybuante dana wzorem

1 gdy z,y > 1,

zy gdy z,y € (0,1),
Fxy(z,y)=qx gdyze(0,1)iy>1,
y gdyye(0,1)ixz>1,
0 w pozostatych przypadkach.

Znajdz gesto$¢ fxy(z,y) i gestosci fx(z), fy(y). Czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne? Oblicz EX, EY,
Cov(X,Y).
Zadanie 2. Zmienna losowa (X,Y’) ma gestosé

cx?y gdyx€[0,1]iy€](l,2],

fxy(@,y) = 0, 1] 2]

0 w pozostatych przypadkach.
Znajdz wartosé stalej ¢ oraz rozklady brzegowe fx(x) i fy(y). Czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne?
Zadanie 3. Zmienna losowa (X,Y’) ma gestosé

1 gdy (x,y) nalezy do trojkata o wierzchotkach (0,0), (2,0), (2,1),

fX,Y (.’E, y) =
0 w pozostalych przypadkach.
Znajdz rozklady brzegowe fx(z) i fy(y). Czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne?

Zadanie 4. Wybieramy losowo punkt (z,y) z kwadratu [0, 1] x [0, 1]. Niech X i Y beda odpowiednio zmiennymi
losowymi oznaczajacymi wspolrzedne tego punktu, a Z = X + Y. Znajdz dystrybuante i gesto$¢ zmiennych
losowych dwuwymiarowych (X,Y) i (X, Z). Znajdz ich rozklady brzegowe, tzn. rozklady zmiennych losowych
X, Y i Z, ioblicz ich wartosci oczekiwane. Czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne? Czy zmienne losowe X i
Z s niezalezne?



