WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKLAD 7: ZMIENNE LOSOWE CIAGLE.
Definicja. Zmienng losowg X :  — R nazywamy ciagly, jesli jej dystrybuanta
Fxy : R — R, zdefiniowana wzorem

jest ciggta w kazdym punkcie.
Rownowazna definicja mowi, ze zmienna losowa X jest ciggla, gdy nie zawiera ato-
mow, tzn. dla kazdego v mamy P (X = z) = 0.

Uwaga: Nie kazda zmienna losowa, ktora nie jest dyskretna, jest ciggta, cho¢ kazda
zmienng losowg mozna przedstawi¢ jako sume zmiennej losowej dyskretnej i zmiennej
losowej ciggtej.

Dla wielu zmiennych losowych cigglych X, w tym prawie wszystkich, z ktorymi be-
dziemy miec do czynienia na ¢wiczeniach, istnieje funkcja f : R — R, zwana gestoscia,
taka, ze dla kazdego z € R

Fx() =P (X <z)= [ f(t)t.
Wtedy, oczywiscie,
fx) = Fx(z).

Uwaga: Dystrybuanta Fx jest jednoznacznie zdefiniowana dla kazdej zmiennej lo-
sowej X, natomiast jej gestos¢ f, nawet gdy istnieje, wystepuje zwykle pod catky i
dlatego jest zdefiniowana z doktadnoscig do zbioru miary zero, czyli bez zadnych kon-
sekwencji (z wyjatkiem braku elegancji) mozemy dowolnie przedefiniowac ja w kilku
punktach dziedziny.

Wtasnosci gestosci:

(i) f(x) > 0, dla kazdego x € R;
(i) J°, f(t)dt = 1.

Twierdzenie. Niech X bedzie zmienng losowq cigglqg o gestosci f 1 miech g : R — R
bedzie dowolng funkcjq (mierzalng). Wtedy

w szczeqgolnosct

EX = [~ t- f(t)dt.



1. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. W pierwszej urnie znajduje si¢ 5 kul biatych i 3 czarne, a w drugiej 2 biate
i 2 czarne. Z pierwszej urny losujemy jedng kule, a z drugiej réwniez jedng kule. Niech
X bedzie zmienng losowa oznaczajaca liczbe kul biatych wsréd dwéch wylosowanych
kul, a Y liczbg wylosowanych kul czarnych.
(i) Znajdz rozklad taczny (X,Y).
(ii) Czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne?
(iii) Oblicz EX i EY, korzystajac z rozktadow brzegowych X i Y.
(iv) Oblicz EX, przedstawiajac X w postaci sumy X = X; + X5, gdzie X; oznacza
liczbe biatych kul wyciggnietych z i-tej urny.
(v) Co mozna powiedzie¢ o rozkladzie zmiennej Z = X + Y7
(vi) Znajdz wspotezynnik korelacji p(X, Y). Czy mozna to zrobi¢ proéciej, korzystajac
z (v) 1 nie uzywajac rozktadu tacznego (X,Y)?

Zadanie 2. Rzucamy symetryczng kostka tak dtugo, az nie wypadnie szoéstka. Niech
X oznacza liczbe wykonanych rzutéw. Znajdz EX i Var X.

Wskazéwka: Dla kazdego x € (—1,1) mamy

S T oo z(l+ )
k¥ = " oraz E2oh = )
2=y D (g

Zadanie 3. Wyraz Var(X +Y) jako funkcje Var X, VarY i Cov(X,Y). Czemu réwna
sie Var(X +Y) gdy zmienne X i Y sg nieskorelowane (tzn. gdy Cov(X,Y) =0)7

Zadanie 4. Rzucamy symetryczng kostka tak dtugo, az nie wyrzucimy trzech szostek,
niekoniecznie po kolei. Niech Y oznacza liczbe wykonanych rzutéw. Nie znajdujac
rozktadu Y znajdz EY i VarY.

Zadanie 5. Znajdz EX i Var X dla zmiennej losowej X o rozktadzie Bernoulliego
B(n,p), tzn. takiej, ze

P(X =k)= (Z)pk(l—p)n_k dlak=0,1,...,n.

Zadanie 6. Pokaz, ze Cov(X 4+ Y, Z) = Cov(X, Z) + Cov(Y, Z).
Czy mozna wyrazi¢
COV(X1+X2+"‘+Xn>Yi+}6+"'+Ym),
przez Cov(X;,Y)), gdziei =1,2,...,n,j=1,2,...,m?

Zadanie 7. Rzucamy n razy kostka. Niech X oznacza liczbe wyrzuconych szostek,
a Y liczbe wyrzuconych czworek. Znajdz wspotezynnik korelacji p(X,Y).



2. ZADANIA DOMOWE
Zadanie 1. Niech

0 dla. <0
Flz)=52%/8 dla0<x<2
1 dla = > 2.

bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X. Znajdz gestosé¢ X i oblicz EX.

Zadanie 2. Gestos¢ zmiennej losowej X wyraza si¢ wzorem:

_)1/3 dlaz € [0,3]
f(x){o dla z ¢ [0,3].

Zmajdz dystrybuante i warto$é¢ oczekiwang zmiennej losowej X.

Zadanie 3. Nasz dobry znajomy, pan January, przychodzi na przystanek autobusowy
w losowym momencie pomiedzy 7:00 i 8:00. Wedtug ostatnio zmienionego rozktadu,
autobus przyjezdza na przystanek pana Januarego, w godzinach 7:10, 7:40 i 8:05. Niech
X bedzie czasem oczekiwania pana Januarego na autobus, mierzonym w minutach (i
utamkach minut). Znajdz dystrybuante i gestosé¢ zmiennej losowej X. Zaktadamy, ze
autobusy przyjezdzaja na przystanek doktadnie zgodnie z rozktadem.

Zadanie 4. Kij o dtugosci 1 tamiemy w losowym miejscu na dwie czesci. Niech X
oznacza dtugosc krotszej, a Y dhuzszej z dwoch czesci. Znajdz dystrybuante, gestosé i
wartos¢ oczekiwang X. Jaka jest warto$¢ oczekiwana Y7

Zadanie 5. Strzelamy do tarczy o ksztatcie kwadratu o boku 1. Jesli miejsce trafienia
odlegte jest od najblizszej krawedzi kwadratu o k, wtedy wygrywamy 2k, czyli, np. gdy
trafimy w $rodek kwadratu to wygrywamy 1. Niech X oznacza wygrang w tej grze.
Zmajdz dystrybuante, gestos¢ i wartos¢ oczekiwang X.



