WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKLAD 6: FUNKCJE ZMIENNEJ LOSOWEJ. ZMIENNE LOSOWE
WIELOWYMIAROWE. WARTOSC OCZEKIWANA, WARIANCJA I KOWARIANCJA.

Definicja. WartoScig oczekiwang zmiennej losowej dyskretnej X o warto$ciach (ato-
mach) {x1, xq, ...} nazywamy liczbe
i

Uwaga: Jedli X : 2 — R jest zmienng losowa, a g : R — R jest funkcja (mierzalnag),
to funkcja g(X) : 2 — R bedaca ztozeniem funkcji X i g jest rowniez zmienna losowa.

Twierdzenie (Prawo leniwego statystyka). Niech X bedzie zmienng losowq dyskretng
o wartosciach (atomach) {x1,xs,...} i g: R — R bedzie funkcjq (mierzalng), wtedy

E(g(X)) = Y g()P (X = ;).

Definicja. Wariancjqg zmiennej losowej X nazywamy liczbe
VarX = E((X —EX)?) (preydatny wzér: VarX = E(X?) — (EX)?).

Uwaga: Istniejg zmienne losowe X, dla ktérych EX nie jest okreslona (bo definiujacy
ja szereg nie jest zbiezny)! W takim przypadku VarX réwniez jest niezdefiniowana. Sg
rowniez zmienna losowe X, dla ktorych istnieje EX, a nie istnieje Var X!

Funkcje (mierzalna)

(X,)Y): Q=R :w— (X(w),Y(w))
nazywamy dwuwymiarowa zmienng losowq, lub, czasami, dwuwymiarowym
wektorem losowym. Wspoétrzedne tej funkeji, X i Y, sg “zwyklymi” zmiennymi
losowymi okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilitycznej (2, F, P).

We wszystkich definicjach ponizej ograniczymy sie do przypadku, gdy zmienne losowe
X 1Y sg zmiennymi dyskretnymi o atomach odpowiednio {x1,zs,...} 1 {y1,92,...}.

Wtedy (X,Y) nazywamy dwuwymiarowg zmienng dyskretng o atomach {(x;,y/) :
i0=1,2,...}

Definicja. Rozklad (laczny), [ub funkcje masy prawdopodobienistwa, zmiennej
losowej (X,Y) definiujemy podajoc wszystkie wartosci
pl‘,g :]P)(X = JJZ',Y :yg) .
Wtedy > ¢ pie = 1.
Definicja. Rozklady brzegowe zmiennych X i Y obliczamy za pomoca wzoréw
P(X=uz)=>YPX=x,Y =1y
¢

P(Y =y) = ZIP’(X =ux;,Y =) .
Jesli dla wszystkich wartosci (x;,y¢) zachodzi
P(X=z,Y=y)=P(X=x)PY =),

to mowimy, zZe zmienne losowe sq niezalezne.



Twierdzenie (Prawo leniwego statystyka). Niech (X,Y) bedzie zmienng losowq dys-
kretng o wartoéciach (atomach) {(x;,y¢) 14,4 =1,2,...} i g : R* — R bedzie funkcjg
(mierzalng), wtedy

E(g(X.Y)) =2 g(xi,yo)P (X =2, Y =y) .

Zatem, np.

E(XY) =Y zyP (X =z,Y =) .
it

Twierdzenie. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b,c € R i funkcji f,g : R? — R
mamy

E(af(X,Y)4+b9(X,Y)+¢) =adEf(X,Y) + DEg(X,Y) + c.
Definicja. Kowariancja zmiennej losowej (X,Y') nazywamy liczbe
Cov(X,Y)=E(X —EX)(Y —EY) = E(XY) - EXEY,

a wspOlczynnik korelacji p(X,Y) zdefiniowany jest wzorem

Cov(X,Y)
X.Y)= .
p( ’ ) vV VarXy/ VarY

Uwaga: Istnieja zmienne losowe (X,Y), dla ktérych Cov(X,Y) i p(X,Y) nie sa
okreslone (bo definiujacy je szereg nie jest zbiezny)! Jesli jednak p(X,Y") istnieje, to
p(X.Y)] < 1

Twierdzenie. Jesli zmienne losowe X 1Y sq niezaleine, to E(XY) = EXEY, a
zatem Cov(X,Y) = p(X,Y) = 0.

Uwaga: Twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest prawdziwe.



1. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Zmienna losowa X posiada rozktad podany w ponizszej tabeli:
ko] 1]2]3
P(X =%k)0,4/0,3/0,2|0,1

a) Oblicz wartos¢ oczekiwang oraz wariancje zmiennej losowej X.

b) Znajdz rozktad zmiennej losowej Y = |2 — X| i uzywajac go, znajdz jej wartosé
oczekiwang.

c) Oblicz E|2 — X|, korzystajac z “prawa leniwego statystyka”.

Zadanie 2. Zmienna losowa X posiada rozktad podany w ponizszej tabeli:

i | =2|-1]0 1] 2|7
P(X =14)|0,18]0,16 0,28 0,23 0,14 0,01

Znajdz rozklad zmiennej losowej Y = sgn(X) i oblicz EY i VarY'.

Zadanie 3. Zmienna losowa (X, Y’) ma nastepujacy rozktad:
P(X=0Y=-1)=1/2, P(X=1Y =1)=P(X =—1,Y =1) = 1/4.

Wyznacz rozktady brzegowe obu zmiennych i znajdz p(X,Y’). Czy zmienne te sa nie-
zalezne?

Zadanie 4. Rzucamy kostka n razy. Czy liczba wszystkich wyrzuconych jedynek X,
i liczba wszystkich wyrzuconych dwojek Y,, sa zmiennymi niezaleznymi?

Zadanie 5. W pierwszej urnie znajduje si¢ 5 kul biatych i 3 czarne, a w drugiej 2 biate
i 2 czarne. Z pierwszej urny losujemy jedng kule, a z drugiej réwniez jedng kule. Niech
X bedzie zmienng losowa oznaczajaca liczbe kul biatych wsréod dwoch wylosowanych
kul, a Y — liczba wylosowanych kul czarnych.

(i) Znajdz rozktad taczny (X,Y).
ii) Czy zmienne losowe X 1Y sa niezalezne?
(iii) Oblicz EX i EY, korzystajac z rozktadéw brzegowych X i Y.
(iv) Oblicz EX, przedstawiajac X w postaci sumy X = X; + X5, gdzie X; oznacza
liczbe biatych kul wyciggnietych z i-tej urny.
(v) Co mozna powiedzie¢ o rozktadzie zmiennej Z = X 4+ Y7
(vi) Znajdz wspotezynnik korelacji p(X, Y). Czy mozna to zrobi¢ prosciej, korzystajac
z (v) i nie uzywajac rozktadu tacznego (X,Y)?



2. ZADANIA DOMOWE
Zadanie 1. Zmienna losowa ma rozklad

1 1
P(X=8)=¢ i P(X=i)=_ dai=123

Wyznacz rozklad zmiennych losowych Y = (—2)% oraz Z = 4X + 1. Oblicz warto-
éci oczekiwane zmiennych losowych Y = (—2)% oraz Z = 4X + 1 na dwa sposoby:
korzystajac z rozktadu i korzystajac z ,prawa leniwego statystyka”.

Zadanie 2. Zmienna losowa X posiada rozklad podany w ponizszej tabeli

k 11013
BX=k) % 10 2 2

(a) Znajdz rozktad zmiennej losowej Y = |2— X/, jej warto$¢ oczekiwang i wariancje.
(b) Znajdz rozklad zmiennej losowej Z = sin(n.X/2), jej warto$¢ oczekiwana i wa-
riancje.

Zadanie 3. Na kole ruletki znajduje si¢ 37 numeréw: 18 czerwonych, 18 czarnych i
1 zielony. Kazdy numer wypada z tym samym prawdopodobienstwem. Oblicz wartos¢
oczekiwang i wariancje wygranej (w zetonach) w pojedynczej grze, jezeli grajacy:
(a) stawia jeden zeton na czerwone (jesli wypadnie czerwony, wtedy gracz dostaje
dodatkowo 1 Zeton, jesli nie, traci postawiony zeton);
(b) stawia jeden zeton na numer 17 (jesli wypadnie 17, wtedy gracz dostaje dodat-
kowo 35 zetonow, jesli nie, traci postawiony zeton).

Zadanie 4. Rzucamy raz symetryczng kostka. Pierwszy gracz wygrywa 2, gdy liczba
oczek jest parzysta, a przegrywa 1 (tj. wygrywa -1) gdy liczba oczek jest nieparzysta.
Drugi gracz wygrywa 2, gdy liczba oczek wynosi co najmniej 4, a przegrywa 1 w
przeciwnym przypadku. Niech X; oznacza wygrang i-tego gracza.

(a) Znajdz rozktad zmiennej losowej (X7, X5).

(b) Znajdz rozktady brzegowe zmiennej (X1, X5) i sprawdz, czy X; i X, sa niezalezne.

(¢) Oblicz wspbtezynnik korelacji p( X7, Xs).

(d) Znajdz EXZX3.

Zadanie 5. Z urny, w ktorej znajduja si¢ 2 biale i 3 czarne kule wyciggamy trzy kule.
Pierwszy gracz wygrywa 6 jesli wszystkie wyciagniete kule sa czarne i przegrywa 1 w
kazdym innym przypadku. Drugi gracz za kazda wyciggnieta czarng kule wygrywa 1, a
biate kule nie zwickszaja, ani nie zmniejszaja jego wygranej. Niech X bedzie wygrang
pierwszego, a Y wygrang drugiego gracza.

(a) Znajdz rozktad zmiennej losowej (X,Y).

(b) Znajdz rozktady brzegowe zmiennej (X, Y') i sprawdz, czy X i Y sa niezalezne.

(c) Oblicz wspétezynnik korelacji p(X,Y).



