WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKLAD 5: ZMIENNE LOSOWE. ROZKELAD ZMIENNEJ LOSOWEJ.
FUNKCJA MASY. DYSTRYBUANTA. WARTOSC OCZEKIWANA.

Definicja. Zmienna losowa nazywamy funkcje (mierzalng) X : Q — R dzialajgcg z przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P) do zbioru liczb rzeczywistych R.

Dla A C R przyjmujemy oznaczenie P (X € A) =P (X 1(A)) =P({w e Q: X(w) € A}).

Definicja. Zmienna losowa jest dyskretna, jesli istnieje przeliczalny zbior A = {ay, as, ...} (nazywany
zbiorem atoméw) taki, ze P (a;) > 0 dla kaZdego a; € A oraz

P(X e A)= ZIP’ =a;) = 1.

a; €A

W celu podania rozktadu zmiennej losowej dyskretnej, wystarczy podaé wartosci p; = P (X = q;) dla
wszystkich atoméw a; € A. Jest to tzw. funkcja masy prawdopodobienstwa tej zmiennej. Czasem
nazywamy ja po prostu rozkladem tej zmiennej losowej dyskretne;j.

Definicja. Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje Fx : R — R dang wzorem
Fx(z)=P(X <x).
W szczegolnosci dla zmiennej losowej dyskretnej o zbiorze atomow A = {aq,as, ...}
Fx(x) = Z P(X =a;).
a;i€Aa; <z

Definicja. Wartoscia oczekiwang (lub warto$cia éredniq ) zmiennej losowej X nazywamy liczbe

EX = Z a;P =a;).
a;EA
Jesli szereg po prawej stronie powyiszego rownania nie jest bezwglednie zbiezny, mowimy, ze wartosé
oczekiwana zmiennej losowej X nie istnieje.

DODATEK A. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Zmienna losowa X posiada rozktad podany w ponizszej tabeli
ko |1]2]3]4]5
P(X = k) 2

15
Whpisz do tabelki brakujaca liczbe i narysuj wykres dystrybuanty tej zmiennej. Znajdz P (2.5 < X < 7),
P(X =7), P(X > 7) oraz wylicz EX.
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Zadanie 2. Podaj funkcje masy prawdopodobienstwa zmiennej losowej, ktorej dystrybuanta dana jest
wzorem:

0 dlaz<a;

% dlaa <z < 0;
Flz)=45 dla0<z<I;

% dla 1 <o < b;

1 dlax>b.

Zadanie 3. Strzelec ma trzy naboje i strzela do momentu trafienia celu lub do momentu wystrzelenia
wszystkich naboi. Prawdopodobienstwo trafienia do celu przy kazdym strzale jest rowne 0,8. Liczba
wystrzelonych naboi jest zmienna losowa X.
a) Podaj przyklad przestrzeni probabilistycznej, na ktorej jest okreslona zmienna losowa X.
b) Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne tej przestrzeni nalezace do zdarzen {w € Q : X(w) =
3} ={X =3} oraz {w € Q: X(w) <2} = {X < 2} i wyznacz ich prawdopodobiefistwa.
c¢) Podaj funkcje masy prawdopodobiefistwa zmiennej X.



d) Narysuj dystrybuante zmiennej losowej X.

Zadanie 4. 7Z urny zawierajacej 3 kule biate i 2 czarne losujemy trzy kule. Niech X oznacza liczbe kul
czarnych wsérod wylosowanej trojki.
a) Ile elementow liczy Q7

b) Podaj funkcje masy prawdopodobienstwa zmiennej X.
¢) Znajdz EX.

Zadanie 5. Ze zbioru {1,2,3,4,5} wybieramy losowo trzy rézne liczby z < y < z. Niech Y bedzie
zmienng losowa oznaczajaca srodkowa z nich.

a) Podaj przyklad przestrzeni probabilistycznej, na ktérej jest okreslona zmienna losowa Y.

b) Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne tej przestrzeni nalezace do zdarzen {w € Q: Y < +/5} =

{Y <5} oraz {w € Q: Y(w) > 2} = {Y > 2} i wyznacz ich prawdopodobiefistwa.

¢) Podaj funkcje masy prawdopodobiefistwa zmiennej Y.

d) Narysuj dystrybuante zmiennej losowej Y.

e) Znajdz EY.

DODATEK B. ZADANIA DOMOWE

Zadanie 1. Podaj rozktad i wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej, ktorej dystrybuanta dana jest wzo-
rem:

0 dla z < —5;
édla —5<x <
Flz)=<3dlal<z<4

%dla4<m<10;
1 dla x > 10.

Zadanie 2. Gra ,moneta i kostka” polega na rzucie monetg i kostka. W grze tej wygrywamy 4zt w
przypadku wyrzucenia reszki i jedynki, wygrywamy 2zt w przypadku wyrzucenia orta lub parzystej
liczby oczek, w pozostatych przypadkach przegrywamy 3zt (tzn. ,wygrywamy”minus 3 zt). Podaj prze-
strzen probabilistyczna, na ktérej moze by¢ okreslona zmienna losowa X jaka jest ,wygrana”. Podaj
rozktad, dystrybuante i wartos¢ oczekiwang X.

Zadanie 3. Losujemy dwie kule z urny zawierajacej 6 biatych, 4 czarne i 2 pomaranczowe kule. Wy-
grywamy 1z} za kazdg kule czarng, a tracimy 1zt za kazda kule bialg, wyciggajac kule pomaranczows
nic nie zarabiamy, ani nic nie tracimy. Niech X bedzie wygrana. Podaj przyktad przestrzeni probabili-
stycznej, na ktorej moze by¢ okreslona X. Dla tej przestrzeni wypisz wszystkie zdarzenia elementarne
nalezace do zdarzen {w € Q : X(w) =0} = {X =0} oraz {w € @ : X(w) < —1} = {X < —1}. Podaj
rozktad, dystrybuante i wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej X.

Zadanie 4. Sprzedawca encyklopedii jest umoéwiony z 2 klientami. Szanse na przekonanie pierwszego
klienta do zakupu wynosza 0,3, a drugiego (niezaleznie) 0,6. W przypadku kazdej sprzedazy jest tak
samo prawdopodobne, ze klient kupi wydanie deluxe w cenie 1000zt, co wydanie zwykte w cenie 500zt.
Zmajdz rozktad prawdopodobienstwa, dystrybuante i warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej X bedace]
taczna kwota uzyskana z transakcji z tymi klientami.

Zadanie 5. Ze zbioru {1,2,...,200} wyciagamy losowo 4 rézne liczby. Niech X oznacza najwickszg z
nich.

(a) Na jakiej przestrzeni probabilistycznej zdefiniowana jest zmienna X ?

(b) Wyznacz rozktad i warto$é oczekiwana X.

Zadanie 6. Powtarzamy w takich samych warunkach pewne doswiadczenie, ktorego wynikiem moze
by¢ sukces badz porazka. Prawdopodobienstwo sukcesu w jednym doswiadczeniu wynosi p, 0 < p < 1.
Zmienna losowa X jest liczba préb potrzebnych do osiggniecia pierwszego sukcesu. Podaj rozktad tej
zmiennej losowej.



