WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKELAD 4: PRAWDOPODOBIENSTWO CAELKOWITE. WZOR BAYESA.

Twierdzenie (Wzér lancuchowy). Jezeli zdarzenia Ay, As, ..., A, spelniajg wa-
runek P(AyNAsN...NA,1)>0, to

P(A1N AN ... N AY) = P(A)P(As|AL) - ... P(AA N AN 0 Ayy).

Twierdzenie. Jesli By, Bo, ..., By € F sq podziatem ) na roztgczne zdarzenia o do-
datnim prawdopodobienstwie, to dla kazdego zdarzenia A € F mamy

k
P(A) = ;]P)(A‘Bi)P(Bi) :
a dla kazdego j =1,2,...k,

P (A|B;) P (B;)

PBIA) = S B aBI P (B

Pierwsze z powyzszych rownan nazywamy wzorem na prawdopodobienstwo cal-
kowite, a drugie wzorem Bayesa.

DODATEK A. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Fabryka wytwarza gwozdzie na trzech maszynach M, M, oraz Mj, ktorych
udzial w produkeji wynosi odpowiednio 25%, 35% oraz 40%. Maszyny daja odpowied-
nio 5%, 4% oraz 2% gwozdzi wybrakowanych.

(a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze losowo wybrany gwé6zdz wyprodukowany w
fabryce jest wybrakowany?

b) Podczas kontroli jakosci losowo wybrano gwézdz, ktéry okazat sie byé¢ wybrako-
wany. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zostal on wyprodukowany przez ma-
szyne M;?

Zadanie 2. Student zna odpowiedZ na pytanie egzaminacyjne z prawdopodobien-
stwem p. Jezeli nie zna odpowiedzi, to zgaduje jedng z k£ mozliwych odpowiedzi z
prawdopodobienstwem 1/k. Jezeli odpowiedziatl prawidtowo, to jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze znat odpowiedz?

Zadanie 3. W pierwszej urnie znajdujg sie dwie biate i dwie czarne kule, druga za-
wiera jedng kule bialg i dwie czarne. 7Z pierwszej urny wyciggamy losowo dwie kule
i przektadamy do drugiej urny, z ktorej losujemy jedng kule. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze do drugiej urny przetozyliSmy dwie biate kule, jesli wylosowana z drugiej
urny kula jest (a) biata, (b) czarna?

Zadanie 4. W urnie sg cztery kule biate i dwie czarne. Wyciagnieto jedng kule z urny
i przemalowano ja na czerwono, wrzucono do urny, a nastepnie wylosowano nastepna
kule.
(a) Jaka jest szansa, ze za drugim razem wyciagnieto kule biatg?
(b) Przypusémy, ze za drugim razem wylosowali$émy kule biata. Jaka jest szansa, ze
przemalowano na czerwono jedng z czarnych kul?



2
(¢) Przypusémy, ze za drugim razem wylosowaliémy kule czerwona. Jaka jest szansa,
ze przemalowano na czerwono jedng z czarnych kul? Czy otrzymany wynik jest
zaskakujacy?

Zadanie 5. Bolek i Lolek codziennie koncza prace niezaleznie od siebie, tak by w
losowym momencie pomiedzy godzing 17:00 i 17:20 zjawi¢ sie na pobliskim przystanku
autobusowym, z ktérego autobus odjezdza w losowym momencie miedzy 17:00 a 17:10.
Pewnego dnia Lolek dociera na przystanek o godz. 17:05 i nie zastaje na nim Bolka.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze autobus juz odjechat?

DODATEK B. ZADANIA DOMOWE

Zadanie 1. Z urny zawierajacej 3 kule biate i pie¢ czarnych wyciaggamy kolejno (bez
zwracania) trzy kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wyciagniemy kolejno kule biala,
czarng i biata.

Zadanie 2. Trzy grupy ¢wiczeniowe, G, G i G3, liczg odpowiednio 20, 25 i 20 studen-
tow. W kazdej z nich liczba przygotowanych do kartkéwki wynosi odpowiednio 8, 10
i 10 studentow. Kartkéwke pisza wszyscy razem. Sprawdzajacy wybiera losowo prace
jednego studenta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze praca nalezy do studenta z grupy
(i1, jesli okazalo sie, ze otrzymal on za nig maksimum punktow?

Zaktadamy oczywiscie, ze studenci przygotowani zawsze dostaja maksymalng ocene
z kartkowek, natomiast nieprzygotowani studenci nie maja na to zadnych szans.

Zadanie 3. Spos$rod mezczyzn 5%, a sposérod kobiet 0,25% ma daltonizm (tj. nie roz-
réznia niektorych kolor6w). Wybieramy losowo osobe (zakladamy, ze szanse trafienia
na mezczyzne i na kobiete sa takie same).
(a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wybrana osoba nie rozrdznia koloréw?
(b) Wylosowana osoba nie rozréznia koloréw. Oblicz prawdopodobienstwo, ze jest to
mezczyzna.

Zadanie 4. Kazda z trzech urn zawiera po cztery kule. W i-tej urnie, ¢ = 1,2, 3, jest
i kul biatych i 4 — ¢ kul czarnych. Z losowo wybranej urny (przy czym kazda urna
jest réwnoprawdopodobna) losujemy jednoczesnie dwie kule. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze wylosowane kule bedg réznych koloréw? Jesli wylosowane kule sg réznych
kolorow, ile wynosi prawdopodobienstwo, ze wybraliémy pierwsza urne?

Zadanie 5. W urnie sa cztery kule biate i dwie czarne. Wyciagnieto jedng kule z urny,
zmieniono jej kolor na ‘przeciwny’, wrzucono z powrotem do urny, a potem wyciggnieto
nastepna. Jaka jest szansa, ze za drugim razem wyciagnieto kule biatg?

Zadanie 6. 60% poczty otrzymywanej przez pewnego internaute stanowi spam. Stowo
viagra wystepuje w 5% wiadomo$ci spamowych oraz w 0.01% wiadomosci niespamo-
wych. Internauta otrzymat wiadomos¢ zawierajaca stowo viagra — jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze jest to spam? Internauta otrzymal wiadomos¢ nie zawierajaca stowa
viagra — jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to spam?



