DWRP 3: AKSJOMATYCZNA DEFINICJA PRAWDOPODOBIENSTWA.
PRZESTRZENIE PRODUKTOWE I WARUNKOWE.

Definicja. Przestrzenia probabilistyczng nazywamy trojke (2, F,P), gdzie Q jest zbiorem zda-
rzen elementarnych, F jest ,porzadng” rodzing podzbioréw (o-algebrg), ktorej elementy nazywamy
zdarzeniami, o« P : F — [0, 1] jest funkcja prawdopodobienstwa takq, ze

(i) 0 < P(A) <1 dla dowolnego zdarzenia A C Q,
(i) P(2) =1,
(i) Dla ciggu parami roztgcznych zdarzen Ay, As, .. ., zachodzi P (U2, A;) = X2, P (A;).

Definicja. Niech (Qq, F1,Py) i (2, Fo,Ps) bedg dwoma przestrzeniami probabilistycznymi. Iloczynem
(produktem) tych przestrzeni nazywamy przestrzen (2, F,P), gdzie Q = Qy X Qo, F zawiera wszystkie
zbiory typu Ay X Ag, gdzie Ay € Fy 1 Ay € Fa, oraz dla takiej pary zbiorow mamy

P(A; x Ag) = Pi(A;) - Po(Ay).

W podobny sposéb definiujemy iloczyn wigkszej (skonczonej lub przeliczalnej) rodziny przestrzeni pro-
babilistycznych.

Przyktady:

Schemat Bernoulliego. Niech p € (0,1) a n bedzie liczba naturalng. Przypusémy, ze powtarzamy
n razy eksperyment losowy, w ktérym prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p (a porazki 1 — p). Jesli
przez T oznaczymy prawdopodobienstwo, ze uzyskamy sukces w doktadnie k z n préb, to

Rozklad geometryczny. Przypuéémy, ze powtarzmy eksperyment losowy, w ktérym prawdopodo-
bienstwo sukcesu wynosi p, dopdty, dopdki nie osiagniemy sukcesu. Jesli przez o, oznaczymy prawdo-
podobienstwo, ze potrzebujemy na to k rund, to

op=p(1l—pF?t dla k=12,....

Definicja. Jesli (0, F,P) jest przestrzenig probabilistyczng, a B € F jest zdarzeniem, dla ktérego
P(B) > 0, wtedy moZemy skonstruowac przestrzen warunkowsq (B, Fg,Pg) przyjmujgc

Fe={FNB:FelF}

a dla kazdego A € F

Pa(4) = “ 0

Prawdopodobienstwo Pg(A) zwykle zapisujemy jako P(A|B) i czytamy jako prawdopodobienstwo
(warunkowe) zdarzenia A pod warunkiem (zajscia) zdarzenia B.

Uwaga. Jedli zdarzenia A i B sa niezalezne, to
P(A|B)=P(A) i P(B|A)=P(B),

zakladajac, ze P(A),P(B) > 0, bo inaczej prawdopodobienstwa warunkowe nie sa dobrze zdefiniowane.




DODATEK A. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Pokaz, ze dla dowolnego ciagu zdarzen Ay, Ao, ..., mamy
P (U Ai> <Y P(A) .
i=1 i=1

Zadanie 2. Pokaz, ze dla ciagu zdarzen Ay, A,, ..., gdzie dla kazdego i = 1,2, ..., mamy P (A¢) < 37,
zachodzi

P (ﬁA) >1/2.

Czy jedli dla kazdego i = 1,2, ..., mamy P (A$) = 37, to wtedy

P(()4) =172

Zadanie 3. Rzucamy symetryczng moneta do momentu, do kiedy nie wyrzucimy orta. Niech £ oznacza
zdarzenie, ze wykonamy parzysta liczbe rzutéw, a Asy zdarzenie, ze wykonamy co najmniej k rzutow.

(a) Wypisz wszystkie elementy przestrzeni zdarzen elementarnych €.
(c) Czy zdarzenia F i As4 sa niezalezne?
(d) Czy zdarzenia E i As3 sa niezalezne?

Zadanie 4. Rzucamy cztery razy kostka. Niech A bedzie zdarzeniem, ze doktadnie dwa razy otrzymali-
smy wynik parzysty, a B zdarzeniem, ze doktadnie raz wyrzuciliSmy szostke. Oblicz P (A|B) i P (B|A).
Czy zdarzenia A i B sa niezalezne?

Zadanie 5. W urnie sg 3 czerwone, 2 niebieskie i 1 zielona kula. Wybieramy z niej losowe dwie kule,
wrzucamy z powrotem do urny i powtarzamy proces od nowa.

(a) Znajdz prawdopodobienistwo warunkowe, ze w pierwszej rundzie wyciagniemy kule o réznych
kolorach pod warunkiem, ze nie wyciggnelisSmy kuli zielonej.

(b) Znajdz prawdopodobiefistwo, ze w pierwszych n rundach k razy wyciagniemy kule o réznych
kolorach.

(¢) Znajdz prawdopodobienstwo, ze pierwszy raz wyciggniemy kule o réznych kolorach w n rundzie.

(d) Kontynuujemy proces, dopdki nie wyciagniemy kul o réznych kolorach w dwoch, niekoniecznie
po sobie nastepujacych, rundach. Znajdz prawdopodobienstwo, ze process bedzie trwal n rund.

(e) Kontynuujemy proces, dopdki nie wyciagniemy kul o réznych kolorach w dwdch kolejnych run-
dach. Znajdz prawdopodobienstwo, ze proces bedzie trwal n rund.

DODATEK B. ZADANIA DOMOWE

Zadanie 1. Niech Q = {w,ws, w3, wy,ws} 1 P({wi}) = &, P{ws}) = P({ws}) = P({wa}) = % oraz
P({W5}) = % Niech A = {W17WQ,W3}, B = {wl,wg,w4} iC = {wl,wg,w4}. POk&Z, ze IP)(A NnBN C) =
P(A) - P(B) - P(C), ale zdarzenia A, B, C' nie sa niezalezne.

Zadanie 2. W sesji student zdaje dwa egzaminy, z analizy i algebry. Szansa, ze student zda egzamin z
analizy wynosi 0,8, ze zda algebre 0,7, a ze zda oba egzaminy 0.65. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
student:

(a) zda analize, a obleje algebre?

(b) zda oba egzaminy?

(c) zda tylko jeden egzamin?

(d) nie zda zadnego egzaminu?

Zmajdz prawdopodobienstwo warunkowe, ze student zda analize, pod warunkiem, ze zda algebre.

Zadanie 3. Znajdz prawdopodobienstwo, ze rzucajac moneta 28 razy, doktadnie 13 razy wyrzucimy
orta.
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Zadanie 4. W urnie znajduja si¢ trzy kule czerwone, dwie niebieskie i jedna zielona. Z urny wybie-
ramy losowo dwie kule. Znajdz prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia, ze wybierzemy kule r6znych
koloréow, pod warunkiem, ze wiemy, iz wybraliSmy co najmniej jedna czerwona kule.

Zadanie 5. Rzucamy kostka tak dlugo, dopoki nie wyrzucimy széstki. Przez D¢, oznaczmy zdarzenie,
ze wykonamy co najwyzej k rzutow.
(a) Zl’lajdi P (Dgg).
(b) Oblicz P <D<3|D<2) iP <D§2|D<3).
(c¢) Znajdz prawdopodobienistwo, ze w pierwszych dwoch rzutach otrzymaliSmy co najmniej jedna
jedynke, pod warunkiem, ze rzucaliSmy co doktadnie trzy razy.



