WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKEAD 11: LANCUCHY MARKOWA. MACIERZ PRZEJSCIA.

Definicja. Lancuchem Markowa nazywamy cigg zmiennych losowych Xo, X1, Xo, ... taki, Ze dla
dowolnych wartosci 1g,11,...,1,

P (X =i¢| X1 =11, Xe—9 = Gp9,..., Xo = i) = P(X; = i¢| X1 = 41) .
Zwykle przyjmujemy, ze wszystkie wartosci zmiennych losowych X; naleza do zbioru stanéw tan-

cucha S = {1,2,...,s}. Interesowaé nas beda wylacznie jednorodne lancuchy Markowa, tzn. takie,
w ktorych dla kazdego ¢ zachodzi

P(X;=jlXio1 =10) =P (X5 =j|Xo=1) .
Definicja. Macierza przejscia (jednorodnego) laricucha Markowa nazywamy macierz I1 = [p;;], gdzie
pij =P (X1 = j|Xo = i)
oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu i do stanu j.

Twierdzenie. Niech I = [pfj], gdzie pﬁj oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu t do stanu j
w doktadnie t krokach. Wtedy 11V = II*,

Twierdzenie. Niech (X;)32, bedzie taricuchem Markowa o macierzy przejécia 11, a p' oznacza rozktad
zmiennej losowe] X;, dlai=0,1,.... Wtedy dla kazdego k,t =1,2,..., zachodzi

ﬁt _ ﬁt_IH — pOH(t) — ﬁOHt7
a takze

ﬁt+k — ﬁtl_[k )

Uwaga Suma wyrazéw w kazdym z wierszy macierzy II (oraz IT") jest zawsze réwna 1.

Definicja. Wektor 7 = (mq,...,m,) nazywamy rozkltadem stacjonarnym lancucha Markowa o ma-
cierzy przejscia Il = [p;;], jesli >y mi =1, m; > 0 dla kazdego i = 1,2,...,n i 7ll = 7.

Twierdzenie. Kazdy (jednorodny) tancuch Markowa (o skoriczonej liczbie standw) ma przynajmniej
jeden rozktad stacjonarny.

1. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Problem Ruiny Gracza Macierz przejicia tancucha Markowa dana jest wzorem
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dla pewnego p € (0,1). Dla kazdego t > 2 wylicz ph, i znajdz lim,_ ph,.

Zadanie 2. Macierz przejscia pewnego tancucha Markowa dana jest wzorem:
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Wiedzac, ze p° = (0,3,0,1), wyznacz p' oraz p?.

Oblicz II® =11? i na tej podstawie znajdz p? nie obliczajac p.
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Zadanie 3. W pierwszym kapeluszu sa 3 kule biate, a w drugim 3 kule czarne. W n—tym doswiadczeniu
losujemy po jednej kulce z obu kapeluszy i zamieniamy je miejscami. Niech X, bedzie liczba biatych
kulek w pierwszym kapeluszu po n doswiadczeniach. Wyznacz macierz przejscia dla tancucha Markowa

(Xn)nZo-

Zadanie 4. Na wierzchotkach trojkata siedzg 3 robaczki. Robaczki co sekunde moga przybiera¢ kolor
czerwony lub zielony. Polega to na tym, ze jesli robaczek widzi, ze oba pozostate robaczki majg ten sam
kolor, to w nastepnej sekundzie przybierze ich kolor, jezeli za$ ich kolory sa rézne, to w nastepnej sekun-
dzie robaczek z prawdopodobienstwem 1/2 bedzie zielony, a z prawdopodobienstwem 1/2 — czerwony.
Na poczatku jeden robaczek jest czerwony, a dwa zielone. Zbuduj tancuch Markowa odpowiadajacy
temu procesowi i podaj jego macierz przejscia, przy zaltozeniu, ze:

a) wazne jest dla nas doktadne roztozenie koloréw robaczkéw na trojkacie, z uwzglednieniem nume-

row wierzcholtkows;
b) wazna jest dla nas jedynie liczba robaczkéw w obu kolorach;
c) wazne jest dla nas jedynie ile robaczkéw ma ten sam kolor.

Znajdz rozktad stacjonarny dla przypadku c) i zgadnij jakie sa rozktady stacjnarne w przypadkach
a) i b). Czy we wszystkich tych przypadkach istnieje dokladnie jeden stan stacjonarny?

Zadanie 5. Przypusémy, ze w zadaniu poprzednim robaczki zachowuja si¢ inaczej, tzn. gdy robaczek
widzi, ze pozostate robaczki sa w tym samym kolorze, zmienia swéj kolor na tenze z prawdopodobien-
stwem 2/3, a z prawdopodobienstwem 1/3 przyjmuje kolor odmienny. Znajdz trzy macierze przejscia,
odpowiadajace punktom a), b) i ¢), a w przypadku c) oblicz rozklad stacjonarny.

2. ZADANIA DOMOWE

Zadanie 1. Macierz przejscia pewnego tancucha Markowa dana jest wzorem
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) Zmajdz p3,.

) Przedstaw rozwazany tancuch Markowa za pomoca grafu skierowanego o 5 wierzchotkach.

) Znajdz p33°.

) Wyznacz rozklad prawdopodobienstwa dla tego tancucha po pierwszym kroku, przy zalozeniu,

ze rozkladem poczatkowym lanicucha jest p° = (%, %, 0,0, %)
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Zadanie 2. Znajdz pZ,, pi, i p2, dla tancucha Markowa, ktérego macierz przejécia dana jest wzorem:
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Zadanie 3. Zaba siedzi nad strumieniem i co minute z prawdopodobiefistwem p = % skacze na drugi
brzeg, a z prawdopodobienstwem ¢ = % nie rusza sie z miejsca. Niech X,, bedzie potozeniem zaby

(numerem brzegu strumienia) po n minutach. (X,) jest zatem tancuchem Markowa na zbiorze stanéw
S ={1,2}.
(a) Przedstaw ten lancuch za pomoca grafu skierowanego, ktérego wierzchotkami sg oba stany, a
strzatkom (w tym petlom) przyporzadkowane sa odpowiednie prawdopodobiefistwa przejscia ze
stanu do stanu.



(b) Wyznacz macierz przejscia IT dla tego tancucha.

(c) Zalézmy, ze na poczatku zaba jest na brzegu nr 1. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze po 3 minu-
tach znajdzie sie na drugim brzegu? Oblicz to prawdopodobienstwo bez podnoszenia do potegi
macierzy II.

(d) Oblicz I13 i odczytaj z niej p3,. Czy wynik jest taki sam, jak w poprzednim podpunkcie?

(e) Zalézmy, ze na poczatku zaba jest na brzegu nr 1. Wyznacz p*, p? i p°, czyli rozktady prawdo-
podobienstwa dla potozenia zaby po 1, 2, 3 minutach.

(f) Zalézmy, ze rozklad poczatkowy zaby to p° = (%, %), tzn. z jednakowym prawdopodobienstwem
znajduje sie na brzegu 1 i na brzegu 2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po 3 minutach znajdzie
sie na brzegu 17

(g) Znajdz rozklad stacjonarny dla tego taricucha.

Zadanie 4. Laka przedzielona jest niskim murkiem na cze$¢ potmocng i potudniows. Po przeciwnych
stronach murku siedza dwie ropuchy, Orto$ i Resztka, rzucajac co jakis czas moneta. Gdy wypadnie
orzet, Ortos przeskakuje przez murek na drugg strone, jesli reszka, przez murek przeskakuje Resztka.

(a) Przedstaw lancuch Markowa, odpowiadajacy tej zabawie, za pomoca grafu skierowanego o 4
wierzchotkach.

(b) Podaj macierz przejscia I dla tego tancucha.

(c) Zalbézmy, ze na poczatku obie ropuchy znajduja sie po stronie péinocnej. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze po 5 rzutach moneta obie ropuchy znajda si¢ na potudniowej stronie taki?

(d) Zalézmy, ze na poczatku obie ropuchy znajduja sie po stronie péinocnej. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze po 12345 rzutach monetg obie ropuchy znajda sie na potudniowej stronie taki?

(e) Znajdz rozklad stacjonarny dla tego tancucha (jesli to zadanie uznasz za zbyt trudne, sprébuj go
odgadnadé i sprawdzié, ze rzeczywiscie jest to rozktad stacjonarny).



