WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKEAD 13: GRY O SUMIE ZEROWEJ.

Definicja. Gra o sumie zerowej miedzy dwoma osobami to tréjka (X,Y, A), gdzie X = {x1,...,x,}
jest zbiorem czystych strategii pierwszego gracza, Y = {y1,...,ym} jest zbiorem czystych strategii dru-
giego gracza, a A = [a;;] jest macierzq wyplat, w ktorej a;; oznacza wygrang pierwszego gracza (czyli

przegrang drugiego gracza), gdy pierwszy z nich stosuje strategie x;, a drugi y;.

Definicja. Strategia mieszana dla pierwszego gracza, ktérego zbidr czystych strategii to X = {xy1, ..., 2.},
nazywamy wektor p = (p1,...,DPn), gdzie p; oznacza prawdopodobienistwo, zZe pierwszy gracz gra zgodnie
ze strategiq x;. Podobnie definiujemy strategie mieszang q = (qu, . .., qm) dla drugiego gracza.

Twierdzenie (Twierdzenie o minimaksie). Dla kaZdej gry o sumie zerowej (X,Y, A) istnieje taka
liczba V', zwana wartoscig tej gry, ze
e pierwszy gracz ma strategie mieszang p gqwarantujgcq, ze wartosé oczekiwana jego wygranej bedzie
rowna przynajmniej V, bez wzgledu na to jak bedzie gral gracz pierwszy,
e drugi gracz ma Strategie mieszang q gwarantujgcq, ze wartos¢ oczekiwana jego przegranej bedzie
rowna co najwyzej V', bez wzgledu na to jak grat bedzie gracz drugi.
Kazda strategia pierwszego [drugiego] gracza, dla ktorej wartosé oczekiwana wygranej [przegranej] jest
wieksza lub rowna [mniejsza lub rowna/ od wartosci gry V', przy dowolnej strategii przeciwnika. nazywamy
strategiq optymalng.

Fakt. Jedli gra (X,Y, A) ma punkt siodlowy, tzn. macierz A zawiera element a;; taki, ze a;; jest
rownoczesnie najmniejszym elementem w i-tym wierszu i najwiekszym elementem w j-tej kolumnie, to
strategie czyste x; i y; sa optymalne dla graczy, a wartos¢ gry wynosi a;;.

Fakt. Jesli wiersz i macierzy A jest majoryzowany przez wiersz 7', tzn. dla kazdego indeksu j zachodzi
a;j < ayj, to dla pierwszego gracza istnieje optymalna strategia nie uzywajaca strategi czystej x; i war-
tosé (X,Y, A) jest taka sama jak gry (XY, A9), gdzie X9 = X\ {;}, a macierz A9 powstaje
z usuniecia i-tego wiersza macierzy A. Podobna wlasnos$¢ zachodzi, gdy kolumna j jest majoryzowana
przez kolumne j'.

Twierdzenie. Niech (XY, A) oznacza gre, w ktdrej kazdy gracz ma dwie strategie, ktéra ponadto nie
zawiera punktu siodtowego. Wtedy, aby obliczyé optymalng strategiec p = (p1,p2) dla pierwszego gracza
musimy wybrac py © py tak by Srednie wygrane pierwszego gracza byly rowne dla obu czystych strategui
przeciwnika, tzn. py 1 po sa rozwigzaniem ukladu rownan

D111 + P2a21 = P1ai12 + P2a22
p1t+pe=1
W podobny sposéb mozemy znaleZé optymalng strategie dla drugiego gracza q = (q1,q2), tym razem
TOZWIQRUIAC TOWNGNIE
q1011 + P2a12 = 1021 + ¢2022
nte=1



1. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Srednica sekwoi wzrasta od 1 do 2 ¢cm rocznie, przy czym kazdy przyrost pomiedzy 11 2
cm jest jednakowo prawdopodobny. Oszacuj prawdopodobienstwo, ze w ciagu 300 lat érednica zwiekszy
sie 0 co najmniej 460cm, stosujac: (i) nieréwnos¢ Markowa, (ii) nier6wnosé Czebyszewa, (iii) Centralne
Twierdzenie Graniczne.

Zadanie 2. Rzucamy symetryczng kostka 100 razy. Oszacuj prawdopodobienstwo, ze wyrzucimy szostke
mniej niz 10 razy, stosujac:

(i) twierdzenie Czebyszewa, (ii) CTG bez poprawki 1/2, (iii) CTG z poprawka 1/2.

Czy mozemy oszacowaé to prawdopodobienstwo, stosujac twierdzenie Markowa?

Stosujac CTG, oszacuj prawdopodobienstwo wyrzucenia 10 szostek i poréwnaj je z rzeczywista war-
toscig tego prawdopodobienstwa.

Zadanie 3. Kierowniczka urzedu pocztowego twierdzi, ze w jej placéowce klient czeka w kolejce do
okienka krocej niz 15 minut. Dociekliwa ekipa telewizyjna chce zweryfikowa¢ jej deklaracje, mierzac
Sredni czas obstugi 50 klientéw. Jaka jest prawdopodobienstwo, ze potwierdzi ona deklaracje kierowniczki
urzedu, jesli wiadomo, ze rzeczywisty czas stania w kolejce T jest ciggly zmienng losowa taka, ze ET = 14
i VarT = 237 Czy nalezy stosowaé¢ w tym przypadku ”poprawke 1/2”7

Przypusémy, ze ekipa telewizyjna zapytata uprzednio kierowniczke, czas ilu kolejnych klientéw na-
lezy zmierzyé. Co powinna ona odpowiedzieé¢, by mieé¢ 99% pewnosé, ze wyliczenia ekipy nie obalg jej
twierdzenia?



