WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKLAD 13: PRAWO WIELKICH LiczZB. CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE.
Twierdzenie (Prawo Wielkich Liczb). Niech X1, X, ..., bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozkladzie, dla ktérych EX, = pu, VarX, = o2 < oco. Wtedy dla zmiennej

losowej S, = X1 + -+ + X, i dowolnej stalej € > 0 zachodzi
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Definicja. Zmienna losowa X ma rozktad normalny, co zapisujemy X ~ N(u,0?), jesli jej gestosé
dana jest wzorem
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Jesli X ~ N(p,0?), to EX = p i VarX = o?.
Jezeli X ~ N(0,1), to méwimy, Ze X ma standaryzowany rozklad normalny. Dystrybuante
standaryzowanego rozktadu normalnego zwykle oznaczamy przez ®(+).
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Uwaga. Funkcji ® nie mozemy zapisa¢ przy pomocy funkcji elementarnych. Jej wartosci mozna
odszukaé¢ w tablicach lub obliczy¢ korzystajac z dostepnych programéw, np.

http://onlinestatbook.com/2/normal_ distribution/standard normal.html

Najczesciej uzywane wartosci @ to: $(1.2816) ~ 0.9, (1.6449) ~ 0.95, (1.9600) ~ 0.975, $(2.3263) ~
0.99 i $(2.5758) ~ 0.995.

Twierdzenie (Centralne Twierdzenie Graniczne). Niech X1, Xs, ..., bedzie ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozkladzie, dla ktérych EX, = u, VarX, = 0 < oo 1 E|X > < oo.
Wtedy dla zmiennej losowej S,, = X1 + -+ -+ X,, ¢ dowolnej stalej x € R zachodzi
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Centralne Twierdzenie Graniczne (w skrocie CTG) odnosi sie do sytuacji gdy n i ES,, sa dostatecz-
nie duze. Zwykle CTG dobrze przybliza rozktad S, gdy n > 30 i ES,, > 10. Jedli stosujemy je do
przyblizania zmiennej losowej S,,, ktéra przyjmuje tylko wartosci catkowite, nalezy pamieta¢ o uwzgled-
nieniu “poprawki” wynoszacej 1/2. Na przyktad, chcac uzyé CTG do oszacowania prawdopodobienstwa
P (S, = k), nalezy je zastapié¢ przez prawdopodobienstwo P (k — 1/2 < S, < k + 1/2), ktére z kolei sza-
cujemy przez
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1. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Dla tancucha Markowa o podanej ponizej macierzy przejscia wyznacz przyblizone prawdo-
podobienstwo przejscia ze stanu 4 do stanu 2 w 2000 krokach. Btad przyblizenia jest nieistotny.
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Zadanie 2. Rozwazmy bladzenie na ponizszym grafie (prosze zauwazy¢, ze jest to graf z zadania
domowego). Zatézmy, ze startujemy z lewego gérnego rogu.

(a) Wyznacz przyblizone prawdopodobiefistwo, ze po 1234567 krokach znajdziemy sie w jednym ze
srodkowych wierzchotkéw. Btad przyblizenia jest nieistotny.

(b) Uzasadnij, ze warto$¢ oczekiwana czasu potrzebnego do odwiedzenia kazdego wierzchotka jest
mniejsza niz 2000.

(c) Niech T oznacza czas potrzebny do odwiedzenia kazdego wierzchotka. Wykaz, ze P (7' > 6000) < %

Zadanie 3. Pchta spaceruje losowo po cyklu o 5 wierzchotkach. Uzasadnij, ze z prawdopodobienstwem
wickszym niz % po 150 skokach wszystkie wierzchotki beda odwiedzone.

Zadanie 4. Mysz i kot btadza losowo (i niezaleznie) na tym samym spdjnym grafie G. Gdy znajda sie
w tym samym wierzchotku, kot zjada mysz. Uzasadnij, ze oczekiwana liczba krokow, po ktorych mysz
zostanie zjedzona, jest mniejsza niz 8e¢(G)?v(G)?.

Zadanie 5. (rezerwowe) Ocen poprawnosé¢ ponizszych zdan. OdpowiedZ nalezy poprze¢ albo uzasad-
nieniem ogolnym, albo przyktadem, albo kontrprzyktadem.

(a) Jesli tancuch Markowa posiada jednostajny rozktad stacjonarny, to p;; = pj; dla dowolnych stanow
1,7 tego tancucha.

(b) Jesli tancuch Markowa ma doktadnie jeden rozktad stacjonarny, to jest ergodyczny.

(c) Jezeli (mq,...,m) jest rozktadem stacjonarnym tancucha Markowa, to dla kazdego stanu j zacho-
dzi py; — m; przy n — oo.

(d) Jesli btadzimy klasycznie na grafie G, ktory jest 4-regularny, to oczekiwana liczba krokéw, po
ktorych wszystkie wierzchotki beda odwiedzone, jest mniejsza niz 5000.

2. ZADANIA DOMOWE

Uwaga Do rozwiazania (ostatniej!) kartkowki 4 czerwca przyda sie prosty kalkulator, np. taki jaki
standardowo znajduje sie w smartfonie.

Zadanie 1. Oznaczmy przez Sigo liczbe szdstek wyrzuconych w 100 rzutach symetryczna kostka. Uzy;j
kalkulatora i tablic statystycznych do:

(i) wyznaczenia wartosci P (S1go = 15);

(ii) oszacowania P (Sip9 = 15) przy uzyciu CTG.



Zadanie 2. Niech S,y oznacza liczbe ortdow wyrzuconych w 400 rzutach moneta.

(i) Oszacuj, uzywajac kalkulatora i tablic statystycznych, P (205 < Sy < 222).
(ii) Znajdz, przy pomocy CTG najmniejsza warto$¢ k, dla ktérej P (S0 < k) > 0.95.
(iii) Rozwiaz zadanie (ii) uzywajac nieréwnosci Czebyszewa.

Zadanie 3. Ile co najmniej razy musimy rzuci¢ symetryczna kostka, aby prawdopodobienstwo tego, ze
szostka wypadnie wiecej niz 20% bylo mniejsze niz 0.17 Rozwiaz to zadanie uzywajac (i) nieréwnosci
Czebyszewa, (ii) CTG.

Zadanie 4. Mierzony w minutach czas T', jaki spedza codziennie pan January czekajac na autobus, ma
rozktad wyktadniczy z parametrem 0.1, tzn. gestos¢ T' wyraza si¢ wzorem

0.1e7%/10  dlaz >0
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Uzywajac CTG oszacuj prawdopodobienstwo, ze w ciagu ostatnich 100 dni pan January czekal na
autobus w sumie dtuzej niz 1200 minut (tzn. srednio dtuzej niz 12 minut).

Wskazéwka Zaréowno ET jak i Varl mozna odnalez¢é w wypisach do jednego z poprzednich wykta-
dow.



