Teoretyczne podstawy informatyki

Wyklady IX i X. Lancuchy Markowa.
Twierdzenie ergodyczne. Lancuchy odwracalne.

Wprowadzone pojecia: tancuch nieprzywiedlny, tancuch okresowy, tancuch er-
godyczny, tancuchy odwracalne.

Podstawowe twierdzenia

Twierdzenie 1. Kazdy tancuch Markowa o skoniczonej liczbie stanow ma przynaj-
mniej jeden stan stacjonarny, tzn. istnieje przynajmniej jeden wektor m = [m;] o
wspotrzednych nieujemnych taki, ze

m=mnll 1 ZW5=1.

Co wiecej, jesli lanicuch jest nieprzywiedlny, kazdy stan stacjonarny m = [m;] ma
wszystkie wspotrzedne dodatnie.

Twierdzenie 2. W nieprzywiedinym tancuchu Markowa kazdy stan ma ten sam
okres. W szczegolnosci, jesl w nieprzywiedinym tancuchu Markowa wystepuje choé
jedna petla, to taricuch ten jest nieokresowy.

Twierdzenie 3. Kazdy nieprzywiediny i nieokresowy tancuch Markowa o skoriczonej
liczbie stanow ma dokladnie jeden stan stacjonarny.

Twierdzenie 4 (Twierdzenie ergodyczne). Jesli tancuch Markowa o skoriczonej licz-
bie stanow jest nieprzywiedlny i nieokresowy, to dla dowolnej pary stanow i,j € S

: ¢
tlgglopij = T

gdzie pg? jest prawdopobienstwem przejscia ze stanu 1 do 7 w t krokach, a mw jest

jedynym stanem stacjonarnym tancucha.

Uwaga Prosze zwréci¢ uwage, ze prawa strona réwnosci w powyzszym twierdzeniu
nie zalezy od 1!
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Twierdzenie 5. Jesli dla tanicucha Markowa o skonczonej liczbie stanow istnieje

nieujemny, niezerowy wektor © taki, ze dla dowolnej pary stanow i,j € S zachodz
PijTi = PjiTj,
to tanicuch taki nazywamy odwracalnym, a wektor m zdefiniowany réwnoscia
Uy
ZSGS TTs

T, =

jest stanem stacjonarnym tego tancucha.

Whniosek. Jesli dla dowolnej pary standw t,j € S zachodzi p;j = pji, tzn. macierz
przejscia tancucha jest symetryczna, tolancuch ten jest odwracalny, a jednym z jego
stanow stacjonarnych jest stan jednorodny m, w ktorym dla dowolnego i € S mamy

i = 1/|S].
Kacik informatyka

Lancuchy Markowa sa jednym z podstawowych narzedzi wspolczesnej informatyki.
Jednym z ich standardowych zastosowan sa metody Monte-Carlo, gdy musimy wybrac
(lub wygenerowac) losowo pewien obiekt z danej rodziny obiektéw A. Typowa metoda
postepowania w takiej sytuacji jest wybranie jednego obiektu z A i jego losowa mody-
fikacja tak, by otrzymany obiekt wciaz nalezat do A. Jesli zrobimy to dostatecznie
umiejetnie, po stosunkowo niewielu losowych zmianach otrzymamy obiekt, ktory, w
dobrym przyblizeniu, moze by¢ uznany za losowy element rodziny A.



