
Teoretyczne podstawy informatyki
Wyk lady IV, V i VI. Algebraiczna teoria grafów.

Wprowadzone poje
↪
cia: macierz przyleg lości, wartość w lasna, wektor w lasny, ślad macierzy, wielo-

mian charakterystyczny, laplasjan, “oszukana” macierz incydencji, MAX-CUT, drzewo rozpie
↪
te.

Przez νi oznaczac be
↪
dziemy wartości w lasne symetrycznej macierzy H, przez λ1 > . . . > λn wartości

w lasne A macierzy przyleg lości A grafu G = (V,E) o n = |V | wierzcho lkach, a przez µn > . . . > µ1 = 0
wartości w lasne laplasjanu L tego grafu.

Podstawowe twierdzenia

Poniższe twierdzenia prawdziwe sa
↪
dla każdej rzeczywistej, symetrycznej, kwadratowej macierzy H.

W szczególności, sa
↪
one prawdziwe dla macierzy przyleg lości A i laplasjanu L.

Twierdzenie 1. Wartości w lasne H sa
↪

pierwiastkami wielomianu charakterystycznego

W (λ) = det(H − λI) ,

gdzie I oznacza macierz jednostkowa
↪
.

Twierdzenie 2. Wszystkie wartości w lasne macierzy H sa
↪

rzeczywiste, a odpowiadaja
↪
ce im wektory

w lasne maja
↪

rzeczywiste wspó lrze
↪
dne.

Twierdzenie 3. Wektory w lasne odpowiadaja
↪
ce różnym wartościom w lasnym sa

↪
ortogonalne.

Twierdzenie 4. Jeśli macierz H spe lnia pewne równanie wielomianowe (np. H4−3H3−5H2+I = 0),
to wszystkie wartości w lasne ν spe lniaja

↪
to równanie (tzn. mamy wtedy ν4 − 3ν3 − 5ν2 + 1 = 0).

Twierdzenie 5. Istnieje baza ortogonalna przestrzeni Rn sk ladaja
↪
ca sie

↪
z wektorów w lasnych macierzy A.

Twierdzenie 6. Tr[Hk] =
∑

i ν
k
i , gdzie νi oznaczaja

↪
wartości w lasne H liczone liczone z odpowiadaja

↪
cymi

im krotnościami.

Twierdzenie 7. Jeśli C jest macierza
↪
, której kolumnami sa

↪
wektory bazy ortonormalnej sk ladaja

↪
cej

sie
↪

z wektorów w lasnych H, a Λ oznacza macierz, na której przeka
↪
tnej znajduja

↪
sie

↪
wartości w lasne H,

a wszystkie wyrazy poza przeka
↪
tna

↪
sa

↪
równe zeru, to

Λ = CTHC i H = CΛCT .

W szczególności, dla dowolnego k mamy

Hk = CΛkCT .

Twierdzenie 8 (Rayleigh-Ritz). Niech λmax and νmin oznaczaja
↪

odpowiednio najwie
↪
ksza

↪
i najmniejsza

↪

wartość w lasna
↪
H. Wtedy

νmax = max
v∈Rn

vTHv

vTv
= max

v∈Rn,||v||=1
vTHv

oraz

νmin = min
v∈Rn

vTHv

vTv
= min

v∈Rn,||v||=1
vTHv .

→ verte
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Wyniki dotycza
↪
ce macierzy przyleg lości A i laplasjanu L.

Twierdzenie 9. Jeśli B = [bij] = Ak, to bij jest liczba
↪
spacerów w G zaczynaja

↪
cych sie

↪
w wierzcho lku i,

a kończa
↪
cych sie

↪
w wierzcho lku j.

Twierdzenie 10. Tr[A] = 0 i Tr[A2] =
∑

v∈V deg(v) = 2|E|.
Tr[L] =

∑
v∈V deg(v) = 2|E|.

Twierdzenie 11. L = MMT , gdzie M jest “oszukana
↪
” macierza

↪
incydencji. Z tego faktu wynika, że

L jest macierza
↪

póldodatnio określona
↪

czyli wszystkie wartości w lasne macierzy L sa
↪

nieujemne.

Twierdzenie 12. Jeżeli graf G jest d-regularny to i-ty wektor w lasny ~vi laplasjanu L odpowiadaja
↪
cym

wartości w lasnej µi jest równocześnie wektorem w lasnym A odpowiadaja
↪
cym wartości w lasnej d − µi.

W szczególności µi = d− λi, dla i = 1, 2, . . . , n.

Twierdzenie 13. MAXCUT 6 µnn/4, gdzie µn jest najwie
↪
ksza

↪
wartościa

↪
w lasna

↪
laplasjanu L.

W szczególności, jeśli graf G = (V,E) jest d-regularny, to

MAXCUT 6
dn

4
− λnn

4
=
|E|
2
− λnn

4
,

gdzie λn jest najmniejsza
↪

(zwykle ujemna
↪
!) wartościa

↪
w lasna

↪
A.

Twierdzenie 14 (Kirchoff). Jeśli liczbe
↪

drzew rozpie
↪
tych grafu G oznaczymy przez τ(G), to

τ(G) =
1

n
µnµn−1 · · ·µ2 .

τ(G) możemy również znaleźć licza
↪
c minor laplasjanu, tzn. wzia

↪
wszy wartość bezwzgle

↪
dna

↪
wyz-

nacznika macierzy otrzymanej z laplasjanu przez skreślenie dowolnego wiersza i dowolnej kolumny.

Twierdzenie 15. Wektor sk ladaja
↪
cy sie

↪
z samych jedynek jest wektorem w lasnym laplasjanu odpowiada-

ja
↪
cym wartości w lasnej 0.
Wartość w lasna 0 jest niezdegenerowana

↪
wartościa

↪
w lasna

↪
L(G) wtedy i tylko wtedy, gdy G jest

spójny.

Twierdzenie 16. Jeśli graf G ma dwie sk ladowe G′ i G′′, to zbiór wszystkich wartości w lasnych L(G)
jest suma

↪
teoriomnogościowa

↪
zbiorów wartości w lasnych L(G′) i L(G′′), gdzie, oczywíscie, wartości

w lasne moga
↪

sie
↪

powtarzać. Co wie
↪
cej, wektory w lasne G można znaleźć “uzupe lniaja

↪
c w odpowiednich

miejscach zerami” wektory w lasne G′ i G′′.
Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla grafów o wielu sk ladowych, a także wtedy, gdy zamiast

laplasjanu L(G) rozpatrujemy macierz przyleg lości A(G).


