Teoretyczne podstawy informatyki
Wyklady IV, V i VI. Algebraiczna teoria graféw.

Wprowadzone pojecia: macierz przyleglosci, wartos¢ wlasna, wektor wiasny, slad macierzy, wielo-
mian charakterystyczny, laplasjan, “oszukana” macierz incydencji, MAX-CUT, drzewo rozpiete.
Przez v; oznaczac bedziemy wartosci wlasne symetrycznej macierzy H, przez Ay > ... > )\, wartosci
wlasne A macierzy przylegltosci A grafu G = (V, E) o n = |V| wierzchotkach, a przez p,, > ... > 3 =0
wartosci wlasne laplasjanu L tego grafu.
Podstawowe twierdzenia

Ponizsze twierdzenia prawdziwe sa dla kazdej rzeczywistej, symetrycznej, kwadratowej macierzy H.
W szczegdlnosci, sa one prawdziwe dla macierzy przyleglosci A i laplasjanu L.

Twierdzenie 1. Wartosci wtasne H sq pierwiastkami wielomianu charakterystycznego
W(A) =det(H — \I),
gdzie I oznacza macierz jednostkowg.

Twierdzenie 2. Wszystkie wartosct wtasne macierzy H sq rzeczywiste, a odpowiadajace im wektory
wltasne magja rzeczywiste wspotrzedne.

Twierdzenie 3. Wektory wtasne odpowiadajace roinym wartosciom wtasnym sq ortogonalne.

Twierdzenie 4. Jesli macierz H spetnia pewne réwnanie wielomianowe (np. H*—3H3*—5H*+1 = 0),
to wszystkie wartosci wlasne v spetniajq to réwnanie (tzn. mamy wtedy v* — 3v3 — 502 +1=10).

Twierdzenie 5. Istnieje baza ortogonalna przestrzeni R™ sktadajaca sie z wektorow wtasnych macierzy A.

Twierdzenie 6. Tr[H*| = > vF, gdzie v; oznaczaja wartosci wlasne H liczone liczone z odpowiadajqcymi
im krotnosciami.

Twierdzenie 7. Jesli C' jest macierza, ktorej kolumnami sa wektory bazy ortonormalne; sktadajgcej
sie z wektorow wtasnych H, a A oznacza macierz, na ktorej przekgtnej znajdujg sie wartosci wtasne H,
a wszystkie wyrazy poza przekatng sq rowne zeru, to

A=C"HC i H=CAC".
W szczegolnosci, dla dowolnego k mamy
HF = CAFCT .

Twierdzenie 8 (Rayleigh-Ritz). Niech Apax and vmin 0znaczaja odpowiednio najwieksza i najmniejsza
wartos¢ wtasna H. Wtedy
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Wyniki dotyczace macierzy przyleglosci A i laplasjanu L.
Twierdzenie 9. Jesli B = [b;;] = A¥, to by jest liczba spaceréw w G zaczynajacych sie w wierzchotku i,
a konczacych sie w wierzchotku j.

Twierdzenie 10. Tr[A] = 0 i Tr[A%] =
Tr[L] = 3", oy deg(v) = 2|E].

deg(v) = 2|E|.

veV

Twierdzenie 11. L = MM7T, gdzie M jest “oszukana” macierza incydencji. Z tego faktu wynika, Ze
L jest macierza poldodatnio okreslona czyli wszystkie wartoSci wtasne macierzy L sq nieujemne.

Twierdzenie 12. Jezeli graf G jest d-regularny to i-ty wektor wtasny v; laplasjanu L odpowiadajgcym
wartosci wlasnej u; jest rownoczesnie wektorem wtasnym A odpowiadajgcym wartosci wlasnej d — ;.
W szczegolnosci p; =d — \;, dlai=1,2,... n.

Twierdzenie 13. MAXCUT < p,n/4, gdzie p, jest najwieksza wartoscia wlasng laplasjanu L.
W szczegolnosei, jesli graf G = (V, E) jest d-regularny, to
dn  A\on |E| A\in
MAXCUT L — — — = — —
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gdzie N\, jest najmniejszq (zwykle ujemna!) wartoscia wlasng A.

Twierdzenie 14 (Kirchoff). Jesli liczbe drzew rozpietych grafu G oznaczymy przez 7(G), to

1
T(G) = E#nﬂn—l 3

T7(G) mozZemy rowniez znaleZé liczac minor laplasjanu, tzn. wziqwszy wartosé bezwzgledng wyz-
nacznika macierzy otrzymanej z laplasjanu przez skreslenie dowolnego wiersza © dowolnej kolumny.

Twierdzenie 15. Wektor sktadajgcy sie z samych jedynek jest wektorem wtasnym laplasjanu odpowiada-
Jacym wartosci wtasnej 0.

Wartosé wtasna 0 jest niezdegenerowang wartoscia wtasna L(G) wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
spogny.
Twierdzenie 16. Jesli graf G ma dwie sktadowe G’ 1 G", to zbior wszystkich wartosci wtasnych L(G)
jest sumgq teoriomnogo$ciowa zbioréw wartosci wlasnych L(G") i L(G"), gdzie, oczywiscie, wartosci
wlasne mogq sie powtarzaé. Co wiecej, wektory wtasne G mozna znaleZé “uzupetniajoc w odpowiednich
miejscach zerami” wektory wltasne G' 1 G”.

Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla grafow o wielu sktadowych, a takze wtedy, gdy zamiast
laplasjanu L(G) rozpatrujemy macierz przyleglosci A(G).



