
Teoretyczne podstawy informatyki
Wyk lad I. Obchody Eulera i cykle Hamiltona.

Wprowadzone poje
↪
cia: graf spójny, cykl, obchód Eulera, szlak Eulera, cykl

Hamiltona, ścieżka Hamiltona, domknie
↪
cie hamiltonowskie grafu, problem chińskiego

listonosza, problem podróżuja
↪
cego komiwojażera (TSP).

Podstawowe twierdzenia

Twierdzenie 1 (Euler). Spójny graf G ma obchód Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie wierzcho lki grafu G maja

↪
stopień parzysty.

Dowód w jedna
↪

strone
↪

jest niemal natychmiastowy, dla dowodu w druga
↪

strone
↪

można użyć algorytmu Fleury’ego.

Wniosek. Spójny graf G ma szlak Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie, z
wyja

↪
tkiem co najwyżej dwóch, wierzcho lki grafu G maja

↪
stopień parzysty.

Twierdzenie 2. Jeśli graf G = (V,E) zawiera cykl Hamiltona, to dla każdego
∅ 6= S ⊆ V mamy

ω(G \ S) 6 |S| ,
gdzie ω(G \ S) oznacza liczbe

↪
sk ladowych w grafie G \ S.

Twierdzenie 3 (Dirac). Jeśli δ(G) > |V |/2 i |V | > 3, to graf G = (V,E) zawiera
cykl Hamiltona.

Ka
↪
cik informatyka

Fakt 1. Istnieje algorytm o wielomianowym czasie dzia lania znajduja
↪
cy w zadanym

grafie ważonym zamknie
↪
ty spacer o minimalnej wadze, przechodza

↪
cy przez każda

↪

krawe
↪
dź przynajmniej raz. Oczywíscie, jeśli graf jest eulerowski, wystarczy znaleźć

w nim obchód Eulera.

Fakt 2. Rozstrzygnie
↪
cie, czy zadany graf zawiera cykl Hamiltona jest problemem

NP-zupe lnym, zatem nie jest znany żaden algorytm, który rozwia
↪
zuje go w wielo-

mianowym czasie.
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Fakt 3. Jeśli przez TSP oznaczymy najmniejsza
↪

wage
↪

cyklu Hamiltona w pewnym
grafie ważonym G, a przez MST wage

↪
najmniejszego drzewa rozpie

↪
tego w tym grafie,

to
TSP >MST .

Jeśli ponadto wagi w grafie G spe lniaja
↪

warunek trójka
↪
ta, to zachodzi również:

TSP 6 2MST .

Szczypta historii

Leohnard Euler sformu lowa l swoje twierdzenie w 1736 roku, w odpowiedzi na
opublikowana

↪
w gazecie  lamig lówke

↪
(zwana

↪
obecnie “problemem siedmiu mostów

królewieckich”), zatem jego wynik można uznać za najstarsze twierdzenie dotycza
↪
ce

grafów. Euler poda l jego dowód tylko w jedna
↪

strone
↪
, pierwszy pe len (algoryt-

miczny!) dowód równoważności pochodzi od Carla Hierholzera z roku 1873. Al-
gorytm podany przez M. Fleury’ego zosta l opublikowany nieco później, w 1883
roku.

Problem chińskiego listonosza postawi l chiński matematyk i informatyk Meigu
Guan (albo Mei-Ku Kuan) w 1960 roku, w czasie rewolucji kulturalnej w Chi-
nach, gdy naukowcy byli bardzo stanowczo zache

↪
cani do stawiania i rozwia

↪
zywania

problemów o praktycznym zastosowaniu.
Cykl Hamiltona zawdzie

↪
cza swa

↪
nazwe

↪
 lamig lówce wymyślonej w 1857 roku przez

sir Williama Rowana Hamiltona – wybitnego uczonego, który m.in. wprowadzi l
do matematyki tzw. kwaterniony. Polega la ona na tym, by dope lnić do cyklu
Hamiltona zadana

↪
ścieżke

↪
o pie

↪
ciu wierzcho lkach w grafie dwunatościanu. Jej

pomys l sprzeda l dwa lata później za 25 funtów pewnemu producentowi gier imie-
niem Jacques, który reklamowa l ja

↪
jako Podróż dooko la świata. W jego wer-

sji dwadzieścia wierzcho lków dwunastościanu symbolizowa lo dwadzieścia różnych
miast, zaczynaja

↪
cych sie

↪
na 20 różnych liter alfabetu, od B do Z.


