Teoretyczne podstawy informatyki
Wykilad I. Obchody Eulera i cykle Hamiltona.

Wprowadzone pojecia: graf spdjny, cykl, obchéd Eulera, szlak Fulera, cykl
Hamiltona, sciezka Hamiltona, domkniecie hamiltonowskie grafu, problem chinskiego
listonosza, problem podrézujacego komiwojazera (TSP).

Podstawowe twierdzenia

Twierdzenie 1 (Euler). Spdjny graf G ma obchdd FEulera wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie wierzchotki grafu G maja stopien parzysty.

Dowd6d w jedna strone jest niemal natychmiastowy, dla dowodu w druga strone
mozna uzy¢ algorytmu Fleury’ego.

Whniosek. Spojny graf G ma szlak Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie, z
wyjatkiem co najwyzej dwoch, wierzchotki grafu G maja stopien parzysty.

Twierdzenie 2. Jesli graf G = (V, E) zawiera cykl Hamiltona, to dla kazdego
0 #£SCV mamy

w(G\S) < 5],
gdzie w(G \ S) oznacza liczbe sktadowych w grafie G\ S.

Twierdzenie 3 (Dirac). Jesli 6(G) > |V|/2 i |V| = 3, to graf G = (V, E) zawiera
cykl Hamiltona.

Kacik informatyka

Fakt 1. Istnieje algorytm o wielomianowym czasie dziatania znajdujacy w zadanym
grafie wazonym zamkniety spacer o minimalnej wadze, przechodzacy przez kazda
krawedz przynagmnie) raz. Oczywiscie, jesli graf jest eulerowski, wystarczy znalezé
w nim obchod Fulera.

Fakt 2. Rozstrzygniecie, czy zadany graf zawiera cykl Hamiltona jest problemem
NP-zupelnym, zatem nie jest znany zZaden algorytm, ktory rozwiazuje go w wielo-
mianowym czasie.
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Fakt 3. Jesl przez TSP oznaczymy najmniejsza wage cyklu Hamiltona w pewnym
grafie wazonym G, a przez MST wage najmniejszeqo drzewa rozpietego w tym grafie,
to

TSP > MST.

Jesli ponadto wagi w grafie G spelniaja warunek trojkata, to zachodzi rowniez:
TSP <2MST.

Szczypta historii

Leohnard Euler sformutowal swoje twierdzenie w 1736 roku, w odpowiedzi na
opublikowana w gazecie tamigléwke (zwana obecnie “problemem siedmiu mostéw
krolewieckich”), zatem jego wynik mozna uznaé za najstarsze twierdzenie dotyczace
graféow. FEuler podal jego dowdd tylko w jedna strone, pierwszy pelen (algoryt-
miczny!) dowéd réwnowaznosci pochodzi od Carla Hierholzera z roku 1873. Al-
gorytm podany przez M. Fleury’ego zostal opublikowany nieco pdzniej, w 1883
roku.

Problem chinskiego listonosza postawil chinski matematyk i informatyk Meigu
Guan (albo Mei-Ku Kuan) w 1960 roku, w czasie rewolucji kulturalnej w Chi-
nach, gdy naukowcy byli bardzo stanowczo zachecani do stawiania i rozwiazywania
problemow o praktycznym zastosowaniu.

Cykl Hamiltona zawdziecza swa nazwe tamigléwce wymyslonej w 1857 roku przez
sir Williama Rowana Hamiltona — wybitnego uczonego, ktéry m.in. wprowadzil
do matematyki tzw. kwaterniony. Polegala ona na tym, by dopeni¢ do cyklu
Hamiltona zadana Sciezke o pieciu wierzchotkach w grafie dwunatoscianu. Jej
pomyst sprzedal dwa lata pdzniej za 25 funtéw pewnemu producentowi gier imie-
niem Jacques, ktory reklamowal ja jako Podroz dookola swiata. W jego wer-
sji dwadziescia wierzchotkéw dwunasto$cianu symbolizowato dwadziescia réznych
miast, zaczynajacych sie na 20 réznych liter alfabetu, od B do Z.



