TPI - 13
Kody liniowe, poprawianie bledow

Zadania domowe, przygotowujace do kartkowki

ZOT jest nieobowiazkowy; zainteresowani oddaja na éwiczeniach jego pisemne rozwigzanie.

We wszystkich zadaniach @ oznacza cialo skoriczone. Mozna bez dowodu korzystaé z faktu, ze Q™ (ze standardowymi
operacjami na wektorach) jest przestrzenia liniowa nad Q. Mozna tez korzystaé z faktu, ze moc ciata skoriczonego
jest potega liczby pierwszej.

A1. Podaj przyklad kodu C' C F3 (wypisujac wszystkie jego stowa), ktéry
(a) jest linowym kodem wymiaru 2.
(b) jest liniowy i ma doktadnie 9 stéw.
(c) jest kodem [5,2], o rozstepie 2.

A2,

(a) Ile elementéw ma kod binarny dltugosci 10, wymiaru 3?

(b) Ile elementéw ma kod dlugosci n, wymiaru k, nad cialem @, jezeli |Q| = ¢?

(c¢) Ile elementéw moze liczyé cialo @, jezeli pewien kod liniowy nad tym cialem sklada sie z 49 stéw? Podaj
wszystkie mozliwosci.

(d) Jaki moze by¢ wymiar kodu liniowego skladajacego sie z 16 stéw? Podaj wszystkie mozliwosci.

A3. Wypisz wszystkie stowa kodu liniowego nad cialem 3, o ponizszej macierzy generujacej.
1 01 0 1 1 2 1 11
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A4. Dany jest kod C skladajacy sie ze stéw: (0,1,0,1), (1,0,1,1), (0,0,0,0), (1,1,1,0).

(a) Czy C jest kodem liniowym, gdy rozpatrujemy go nad cialem Fo?
(b) Czy jest liniowy gdy rozpatrujemy go jako kod nad cialem F5?

Jesli odpowiedZ na ktérekolwiek z tych pytan jest twierdzaca, znajdz przykladowa macierz generujaca tego kodu.
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A5. Macierz generujaca kodu C nad cialem F5 ma postaé G = [ 01 1 1

(a) Jaki jest wymiar kodu C?

(b) Tle stéw nalezy do kodu C?

(¢) Znajdz przyktadowa macierz parzystosci dla kodu C.

(d) Korzystajac z macierzy parzystosci, sprawdz, ktére ze stéw (1,2,1,2),(3,3,3,3),(1,2,3,4) naleza do tego
kodu. Przedstaw kazde z (podanych) stéw nalezacych do C jako kombinacje liniowa wierszy macierzy G.
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(a) Sprawdz, ktére ze stéw (4,1,3,3,3),(1,1,2,2,2),(1,2,3,1,2) naleza do kodu C.

(b) Dla kazdego z powyzszych stéw, ktére do C nie naleza, znajdZ wszystkie najblizsze mu stowa kodu C.
(c) Jaki jest wymiar kodu C? Tle stéw ma kod?

(d) Znajdz przykladowa macierz generujaca dla kodu C.

A6. Macierz parzystosci kodu C' nad cialem F5 ma postaé H =

A7. Macierz parzystosci kodu C' binarnego ma postac
01 01
H = [ 01 11 } ’

(a) Znajdz przynajmniej jedno stowo kodu najblizsze stowu y = (0,1,0,1)
(b) ZnajdZ przynajmniej jedno stowo kodu najblizsze stowu z = (1,1, 1,0)

AS8. Wygeneruj macierz parzystosci dla kodu Hamminga nad ciatem Fs.
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ZOT 8. Statek kosmiczny TEPEI dostaje wiadomosci z Ziemi w postaci blokéw po 16 bitéow, ktére mozemy
wyobrazi¢ sobie jako tabele binarne 4 x 4. Wiadomosé odebrana zawsze rézni sie od nadanej, bo odbiornik na
TEPEI jest zepsuty: zmienia dokladnie trzy bity (w trzech réznych miejscach) w kazdym bloku wiadomosci, w
dodatku robi to za kazdym razem losowo. Zaloga statku na szczescie o tym wie. Wie tez, ze wszystkie 16-bitowe
bloki sa wysylane z Ziemi w kodzie zwanym dwuwymiarowa kontrola parzystosci: maja parzysta liczbe jedynek w
kazdym wierszu i parzysta liczbe jedynek w kazdej kolumnie.

Pewnego razu zaloga odebrala blok bitéw ukazany na pierwszym rysunku. Nie majac pewnosci, jaka wiadomosé
wystala Ziemia, zatoga poprosita o powtorne przestanie tej samej wiadomosci. Za drugim razem otrzymali blok bitéw
przedstawiony na drugim rysunku.
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Czy na podstawie wszystkich tych danych zaloga TEPEI moze jednoznacznie odtworzyé¢ wiadomosé?

Zadania na éwiczenia

Zad.l. (Zadanie, z ktérego mozna w przysziosci korzystaé, nawet jesli nie zrobimy go na ¢éwiczeniach.) Wykaz,
ze rozstep kodu liniowego jest rowny najmniejszej liczbie niezerowych wspéhzednych wystepujacych w niezerowych
stowach kodu.

Zad.2. Rozwazmy jezyk sktadajacy sie ze stéw dwuliterowych alfabetu Fs. Do kodowania informacji w tym jezyku
zastosowano kod C, w ktérym kazdy znak powtarzamy 5 razy (tzn. 12 kodujemy jako 1111122222).

(a) Czy istnieje macierz generujaca tego kodu w postaci normalnej?
(b) Cuzy istnieje macierz parzystosci tego kodu?
(¢) Popraw bledy w stowie 1212121220.

Zad.3. Kod C nad cialem F; sklada sie ze wszystkich stéw xizox32475 spelniajacych warunki:
I +IZ’2+’I3+IL’4+$5 :0 l X +$3+IE5 :0

(a) Ile stéw nalezy do kodu C?
(b) Znajdz przykltadowa macierz generujaca G kodu C' w postaci normalnej (o ile istnieje).
(¢) Znajdz przyktadowa macierz parzystosci tego kodu.

Zad.4. Kod ternarny C' C F§ ma podana ponizej macierz parzystosci H.

100 1 1 1 1 2
H=]101 011 0 11
00120100

) Sprawdz, ze stowo y = (0,0,1,1,1,1,0,0) nie nalezy do kodu.

) Czy istnieje stowo z o wadze 1, dla ktérego Hz = Hy ?

) Czy mozna zmienié¢ jedna wspdhrzedna stowa y tak, aby otrzymany wektor byl stowem kodu?

) Popraw bledy w y, to znaczy znajdZ przynajmniej jedno stowo kodu najblizsze y. Czy istnieje ich wiecej niz
jedno?

(a) Skonstruuj kod Hamminga dla ¢ =7in = 8.

(b) Dla tak skonstruowanego kodu, popraw bledy w stowie (1,0,0,3,1,6,0,0) (oczywiscie, jesli nie nalezy on do
kodu).

(c) Czy istnieje stowo rézniace sie od kazdego stowa powyzszego kodu na co najmniej trzech wspéhrzednych?

Zad.6. (rezerwowe) Wybrane podpunkty z zadania B9.



Zadania do samodzielnego rozwiazania pézniej

B1. W komunikacji z niektérymi sondami kosmicznymi stosowano nastepujace kodowanie korekcyjne: kazdy bit
zrodlowej wiadomosci przesylany byl pieciokrotnie, np. dla wiadomosci 1011 wysylane byly cztery paczki: 11111 00000
11111 11111. Podczas transmisji mozliwe byly bledy: prawdopodobienstwo zmiany bitu wynosito 0,05 dla kazdego
bitu. Podczas odczytu za poprawny bit wiadomosci uznawalo sie ten, ktéry w paczce bitéw pojawial sie czesciej. Na
przyklad paczka 10110 traktowana byla jako bit 1, a paczka 10000 jako bit 0. Oblicz prawdopodobienstwo poprawnego
odczytania wiadomosci, ktéra w wersji zrédlowej skladata sie z 8 bitéw. Jakie byloby prawdopodobienstwo poprawnego
odczytu, gdyby nie stosowano kodowania korekcyjnego, tzn. gdyby wystano tylko 8 bitéw wiadomosci? Odpowiedzi
podaj z dokladnoscia do 0,01.

B2. Oto macierz generujaca pewnego liniowego kodu binarnego:

111 1
G:[0101]'

Wyznacz przykltadowa macierza parzystosci tego kodu.
B3. Niech C CF3, C = {zxzyyy: =,y € F3}.
(a) Wyznacz przykladows macierz generujaca tego kodu.

(b) Wyznacz przykladowa macierz parzystosei tego kodu.
(¢) Popraw bledy w stowie 022010.

B4. Macierz parzystosci pewnego ternarnego kodu liniowego C' C F§ ma postaé
22 1 100
1 2 0 0 11
2 0 2 101
Znajdz stowo kodu bedace najblizej stowu (1,0,1,2,1,1).
B5. Macierz parzystodci pewnego kodu liniowego C' C F& ma postaé
1001 11 1 4
01 0110 31
0 01 20 2 00
Znajdz przykladowe stowo kodu C bedace najblizej stowu (0,0,2,1,1,1,0,0).

B6. Kod liniowy C' C F% ma podang obok macierz generujaca.
(a) Jakiego wymiaru jest kod C'?
(b) Tle sléw ma kod C'?
(¢) Uzasadnij, nie wyznaczajac macierzy parzystosci, ze (0,0,1,1,2,1,2) jest

1 0 0 0 2 0 1

stowem kodu C. 01 00 0 1 1

(d) Wyznacz macierz parzystosci H tego kodu. G = 00101 2 1
(e) Korzystajac z macierzy parzystosci, sprawdz, czy (2,2,1,1,2,0,1) jest 00011 2 1

stowem kodu C.
(f) Jesli (2,2,1,1,2,1,2) jest stowem kodu, to zapisz go w postaci kombinacji
liniowej wierszy macierzy G. W przeciwnym wypadku popraw bledy, to
znaczy znajdz (przykladowe) najblizsze mu stowo kodu.
B7. Sprawdz, czy dla kazdego doskonalego liniowego kodu dlugosci n, wymiaru k, o rozstepie 3, nad cialem o ¢

o qnfk'_l

elementach zachodzi n T

BS8.

(a) Skonstruuj binarny kod C' Hamminga dtugosci 7.
(b) Dla tak skonstruowanego tak kodu, znajdz stowo, ktére do niego nie nalezy. i popraw w tym stowie bledy.
(¢) Sprawd?, czy do C nalezy (0,1,1,1,0,1,1) i jesli nie, to popraw w nim bledy.

B9. Ocen poprawnos¢ ponizszych zdan. Odpowiedz nalezy poprzeé, jak zwykle, albo uzasadnieniem ogdlnym, albo
przykladem, albo kontrprzyktadem. Poprawnosé przyktadu/kontrprzykladu tez nalezy uzasadnié. Uwaga: Jezeli
cialo (alfabet) nie zostalo podane, to oznacza, ze moze byé¢ dowolne.

(a) Istnieje liniowy kod ternarny, ztozony z 5 stéw.

(b) Istnieje liniowy kod zlozony z 15 stéw.

(c) Jezeli kod liniowy sklada sie z 13 stéw, to jego wymiar wynosi 1.



Jezeli C' jest ternarnym kodem liniowym i (0, 1,2),(0,2,1) € C, to C liczy przynajmniej 9 stéw.
Ponizsza macierz H jest jest przykladowa macierza parzystoéci dla kodu binarnego o podanej macierzy
generujacej G.
1010 1010

H_{llll} G_{llll]'
Istnieje kod liniowy dtugosci 3, zlozony z 25 stéw.
Istnieje kod liniowy kod zlozony z 32 stéw, ktéry ma rozstep wiekszy niz 5.
Istnieje liniowy kod wymiaru 2, dtugosci 4, o rozstepie 3, ktéry nie jest doskonaly w Fa.
Istnieje liniowy kod doskonatly diugosci 7.
Liniowy kod doskonaly wymiaru 4, o dlugosci 7 i o rozstepie 3.
Kod Hamminga wymiaru 7, o stowach dtugosci 10.
Kod Hamminga o stowach dlugosci 11.
Kod Hamminga o dlugosci 7.



