TPI - 11
Lancuchy Markowa — generowanie struktur dyskretnych, czasy pokrycia

Zadania domowe, przygotowujace do kartkéwki

ZOT jest nieobowiazkowy; zainteresowani oddaja na cwiczeniach jego pisemne rozwigzanie.

A1l. Korzystajac z twierdzenia z wyktadu, oszacuj z géry $redni czas pokrycia dla klasycznego bladzenia po Sciezce
o 3 wierzchotkach.

A2. Rozwazmy tancuch Markowa, ktorego stanami sa wszystkie 4 podzbiory zbioru X = {1,2}. Zasady przejscia
dla tego tancucha sa nastepujace:

e Majac zbiér A, rzué moneta.
e Jesli wypadt orzel, to wylosuj jeden z dwdéch elementéw zbioru X, kazdy z jednakowym prawdopodobienstwem.
Zmien A na AU {z}.
e Jedli wypadta reszka, to wylosuj jeden z dwoéch elementéw zbioru X, kazdy z jednakowym prawdopodobienstwem.
Zmien A na A\ {z}.
) Wyznacz macierz przejscia tego tacucha.
) Wyznacz jego rozklad stacjonarny.
(¢) Cazy larcuch jest ergodyczny?
) Czy taficuch jest odwracalny?

A3. Rozwazmy dwa tancuchy Markowa, L, i Lo, ktorych stanami jest pie¢ zbioréw niezaleznych Sciezki na trzech
wierzchotkach (jeden zbidr pusty, trzy jednoelementowe i jeden dwuelementowy).

e Zasady przejscia dla tancucha L, sa nastepujace:
— Majac zbidér niezalezny I, rzu¢ moneta,.
— Jesli wypadt orzel, to wylosuj jeden z trzech wierzcholkow v, kazdy z jednakowym prawdopodobieristwem.
Gdy v ¢ IiIU{v} jest niezalezny, wtedy zamieni I na I U {v}; w przeciwnym przypadku zostan w I.
— Jedli wypadla reszka, to wylosuj jeden z trzech wierzcholkow v, kazdy z jednakowym prawdopodobieristwem.
Gdy v € I, wtedy zamieni I na I \ {v}; w przeciwnym przypadku zostari w 1.
e Zasady przejscia dla taricucha Lo sa takie:
— Majac zbior niezalezny I, rzu¢ moneta,.
— Jesli wypadt orzel i istnieje przynajmniej jeden taki zbidr niezalezny J, ze J D I'i |J \ I| = 1, wybierz
losowo jeden z takich zbioréw (kazdy z jednakowym prawdopodobienstwem) i zamieri I na J.
— Jesli wypadla reszka i istnieje przynajmniej jeden taki zbiér niezalezny J, ze J C I'i|I\J| =1, wybierz
losowo jeden z takich zbioréw (kazdy z jednakowym prawdopodobienistwem) i zamieri I na J.
— W pozostalych przypadkach zostan w 1.

Wyznacz macierze przejécia i rozklady stacjonarne dla obu laicuchéw.

A4. Opisz zwiezle idee algorytmu, generujacego losowy zbidr niezalezny w grafie (w tym zbidr pusty) w taki sposéb,
ze
(a) taricuch Markowa dla tego procesu posiada rozklad stacjonarny, w ktérym wszystkie podzbiory sg jednakowo
prawdopodobne.
(b) po wielu krokach otrzymamy kazdy podzbiér niezalezny z prawdopodobienistwem w przyblizeniu jednakowym.
(c) taricuch Markowa dla tego procesu posiada rozklad stacjonarny, w ktérym kazdy ze zbioréw niezaleznych A
wystepuje z prawdopobienistwem % , gdzie suma w mianowniku przebiega wszystkie zbiory niezalezne
z

grafu (w tym zbiér pusty).



(d) taicuch Markowa dla tego procesu posiada rozklad stacjonarny, w ktérym kazdy ze zbioréw niezaleznych
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A wystepuje z prawdopobienstwem %, gdzie suma w mianowniku przebiega wszystkie zbiory
zZ

niezalezne grafu (w tym zbidr pusty).

Dokladnie uzasadnij poprawnosé algorytmu.

A5. Generujemy lasy rozpiete grafu K3 nastepujaco. Zaczynamy od dowolnego lasu rozpietego, a w kazdym kroku,
majac wygenerowany las H, wybieramy z jednakowym prawdopodobieristwem jakas$ krawedZ z E(K3), a nastepnie
rzucamy symetryczng moneta,.

e Jezeli wypadt orzet i wybrana krawedz nalezy do lasu H, to ja usuwamy.
o Jezeli wypadla reszka i wybrana krawedZ nie nalezy do H, to dodajemy ja do H (o ile nie domyka cyklu).
e W przeciwnym wypadku nic nie robimy.

Budujemy tancuch Markowa odpowiadajacy powyzszemu algorytmowi, w ktérym stanami sa wszystkie lasy rozpiete
w K 3.

(a) Ile stanéw ma ten laricuch?

(b) Prosze wybra¢ w K3 drzewo rozpiete i podaé wiersz macierzy przejcia laicucha, odpowiadajacy temu
stanowi.

(¢) Czy laricuch jest ergodyczny?

(d) Czy taricuch jest odwracalny?

)

)

(e) Jaki jest jego rozklad stacjonarny?

(f) Czy mozemy stwierdzi¢, ze po wielu krokach kazdy las rozpiety bedzie w przyblizeniu jednakowo praw-
dopodobny?

(g) Czy mozemy stwierdzié, ze po wielu krokach kazde drzewo rozpiete bedzie w przyblizeniu jednakowo praw-
dopodobne?

A6. Generujemy losowo drzewo rozpiete grafu K3 poprzez wyrdznienie pewnych krawedzi wg nastepujacych regut.
Zaczynamy od wierzchotka nr 1 i pustego zbioru krawedzi wyrdznionych. W kazdym kroku przemieszczamy sie
wzdhiz kawedzi do wierzcholka sasiedniego, wybranego z jednakowym prawdopodobienstwem. Przebyta krawedz
dolaczamy do wyréznionych wtedy i tylko wtedy, gdy nie domyka cyklu zbudowanego z krawedzi wyrdznionych.

(a) Uzasadnij, ze oczekiwana liczba krokéw, po ktérych wyrédznione krawedzie utworza drzewo rozpiete, jest
mniejsza niz 20.

(b) Dla kazdego drzewa rozpietego wyznacz prawdopodbieristwo jego wygenerowania po 4 krokach, to znaczy
prawdopodobienstwo, ze po 4 krokach wszystkie krawedzie tego drzewa sa wyrdznione.

(¢) Czy mozemy stwierdzié¢, ze po wielu krokach kazde drzewo rozpiete bedzie w przyblizeniu jednakowo praw-
dopodobne?

ZOT 7. Myszikot bladza klasycznie (i niezaleznie) na tym samym spéjnym grafie 8-regularnym o 20 wierzchotkach,
ktie jest dwudzielny. Na poczatku znajduja sia w pewnych niesasiednich wierzchotkach. Gdy znajda sie w tym
samym wierzchotku, kot zjada mysz. Uzasadnij, ze oczekiwana liczba krokéw, po ktérych mysz zostanie zjedzona,
jest mniejsza niz 625 - 215,

Zadania na ¢éwiczenia

Zad.1. Oblicz dokladnie sredni czas pokrycia dla klasycznego bladzenia po $ciezce o 3 wierzchotkach.



Zad.2. Rozwazmy bladzenie klasyczne na ponizszym grafie.

Zalézmy, ze startujemy z lewego gérnego rogu. Oszacuj $redni czas pokrycia z goéry i z dotu.

Zad.3. Oto znany problem plecakowy. Mamy n przedmiotéw, o zadanych objetosciach. Mamy tez plecak o znanej
pojemnosci. Plecak mozemy zapakowaé wybierajac dowolnie zestaw przedmiotéw (w tym zestaw pusty), o ile suma
ich objetosci nie przekracza pojemnosci plecaka. Chcemy wygenerowaé losowo rézne zapakowania plecaka (czyli
zestaw przedmiotéw, ktéry sie w plecaku miesci). Zaproponuj algorytm oparty na laricuchu Markowa o zbiorze
stanéw zlozonym z wszystkich mozliwych zestawéw w plecaku, o ponizszej wlasnosci.

(a) Laricuch Markowa odpowiadajacy temu algorytmowi posiada rozklad stacjonarny, ktéry kazdemu zapakowa-
niu plecaka przypisuje jednakowe prawdopodobienstwo.

(b) Po wielu krokach otrzymamy kazde zapakowanie z prawdopodobieristwem w przyblizeniu jednakowym.

(¢) Po wielu krokach przyblizone prawdopodobienistwo danego zapakowania bedzie funkcja malejaca wzgledem
liczby przedmiotéw w plecaku, a dokladniej — bedzie wprost proporcjonalne do 1/4™, gdzie m jest liczba
przedmiotéw w plecaku.

Zakladamy, ze stworzenie listy wszystkich mozliwych do zapakowania zestawéw jest nieekonomiczne.

Zad.4. (rezerwowe) Generujemy lasy rozpiete spdjnego grafu G nastepujaco. Zaczynamy od dowolnego lasu
rozpietego, a w kazdym kroku, majac wygenerowany las H, wybieramy jednostajnie krawedZ z E(G) i z prawdo-
podobieristwem % usuwamy ja z H (jesli nie jest ona krawedzia H, to nic nie robimy), a z prawdopodobieristwem
% dodajemy ja do H (o ile nie domyka cyklu).
(a) Czy mozemy stwierdzi¢, ze po wielu krokach kazdy las rozpiety bedzie w przyblizeniu jednakowo praw-
dopodobny?
(b) Czy mozemy stwierdzié¢, ze po wielu krokach kazde drzewo rozpiete bedzie w przyblizeniu jednakowo praw-

dopodobne?

Zadania do samodzielnego rozwiazania pézniej

B1. Pchla bladzi klasycznie po cyklu o 5 wierzchotkach. Oszacuj z géry i z dotu éredni czas pokrycia dla tego
taricucha Markowa.

B2. Tasujemy talie n (n > 2) kart w taki sposéb: zaczynamy od dowolnego stosu, wybieramy losowo (z jednakowym
prawdopodobieristwem) jedna z n kart i ktadziemy ja na wierzch.

(a) Sprawd, ze rozklad jednostajny jest rozkladem stacjonarnym tego laricucha.

(b) Uzasadnij, ze taiicuch jest nieokresowy i nieprzywiedlny.

(¢) Czy po wielu krokach uzuskamy kazde potasowanie z prawdopodobiefistwem w przyblizeniu jednakowym?

Zad.5. Lisek Chytrusek zaproponowal ponizszy algorytm (oparty na tancuchu Markowa) do dobrego potasowania
52 kart. Celem liska bylo stworzyé¢ algorytm, ktéry po wielu krokach (np. 100tys) wygeneruje kazde potasowanie z
prawdopodobienistwem w przyblizeniu jednakowym.

Algorytm liska: Zaczynam od dowolnego potasowania. W kazdym kroku wybieram losowo kolejno dwie, niekoniecznie
rozne, karty (kazda losuje jednostajnie) I zamieniam miejscami.



Sprawdz poprawnos¢ algorytmu, tzn. czy rzyczywidcie po wielu krokach kazde potasowanie bedzie w przyblizeniu
tak samo prawdopodobne.

B3. Zaproponuj algorytm oparty na lancuchu Markowa o 2* stanach, ktéry po wielu krokach wygeneruje kazdy
wierzcholek k-kostki z prawdopodobienstwem w przyblizeniu jednakowym. Zakladamy, ze k jest duze i stworzenie
listy wszystkich 2F wierzchotkéw k-kostki jest nieekonomiczne.

B4. Opisz zwiezle idee algorytmu, generujacego losowe skojarzenia w grafie (w tym zbiér pusty), w taki sposéb,
by kazde ze skojarzen M wylosowane zostalo z prawdopobienstwem
(a) prawie jednakowym.
(b) bliskim £IM]
s 51S|7
gdzie |M]| jest liczba krawedzi w skojarzeniu M, a suma w mianowniku przebiega wszystkie skojarzenia
grafu (i zbidr pusty).

(c) bliskim 1

BTG (135
gdzie |M]| jest liczba krawedzi w skojarzeniu M, a suma w mianowniku przebiega wszystkie skojarzenia
grafu (i zbidr pusty).

Najwazniejsza czescia tego zadania jest uzasadnienie poprawnosci algorytmu.

B5. Mamy 3 kolory i graf G = (4, czyli bedacy cyklem o 4 wierzchotkach. Oto reguly przejécia dla algorytmu
opartego na laricuchu Markowa, ktérego zbiorem stanéw sa wszystkie wlasciwe kolorowania grafu G:
e Majac kolorowanie wlasciwe, wylosuj jeden z wierzcholkow v € V(G), kazdy z jednakowym prawdopodobieristwem,

nastepnie wylosuj jeden z koloréw i, kazdy z jednakowym prawdopodobienstwem.
Jesli po przemalowaniu wierzchotka v na kolor ¢ kolorowanie pozostaje wlasciwe, przemaluj v na kolor .
W przeciwnym przypadku pozostaw kolorowanie bez zmian.
) Ile stanéw ma laricuch Markowa odpowiadajacy podanemu algorytmowi?
(b) Wyznacz pierwszy wiersz macierzy przejscia tego taiicucha (stan numer jeden wybierz samodzielnie).

) Czy po bardzo duzej liczbie krokéw kazde wlasciwe kolorowanie bedzie w przyblizeniu jednakowo praw-
dopodobne, niezaleznie jaki byt stan poczatkowy?
(d) Jesli w poprzednim podpunkcie zapomniale§ sprawdzi¢, czy taiicuch jest ergodyczny, zréb to teraz.

B6. Mamy n przedmiotéw, o zadanych objetosciach. Mamy tez plecak o znanej pojemnosci. Plecak mozemy
zapakowaé, wybierajac dowolnie zestaw przedmiotéw (w tym zestaw pusty), o ile suma ich objetosci nie przekracza
pojemnosci plecaka. Zaproponuj algorytm oparty na lancuchu Markowa, ktéry po wielu krokach wybierze zestaw
przedmiotéw mozliwy do zapakowania w taki sposéb, by przyblizone prawdopodobienstwo wylosowania zestawu
bylo funkcja rosnaca liczby przedmiotéw w zestawie. Najwazniejsza czescia zadania jest uzasadnienie poprawnosci
algorytmu.

B7. Ocen poprawno$¢ ponizszych zdan. Odpowiedz nalezy poprze¢ albo uzasadnieniem ogélnym, albo przykladem,
albo kontrprzykladem.

(a) Jesli btadzimy klasycznie na grafie G, ktéry jest 4-regularny, to oczekiwana liczba krokéw, po ktérych
wszystkie wierzchotki beda odwiedzone, jest mniejsza niz 5000.

(b) Jesli bladzimy klasycznie na cyklu i oczekiwana liczba krokéw, po ktérych wszystkie wierzchotki beda
odwiedzone, jest wieksza niz 1000, to cykl ten ma wiecej niz 20 wierzchotkéw.



