
TPI – 11
 Lańcuchy Markowa – generowanie struktur dyskretnych, czasy pokrycia

Zadania domowe, przygotowuja↪ce do kartkówki

ZOT jest nieobowia↪zkowy; zainteresowani oddaja↪ na ćwiczeniach jego pisemne rozwia↪zanie.

A1. Korzystaja↪c z twierdzenia z wyk ladu, oszacuj z góry średni czas pokrycia dla klasycznego b la↪dzenia po ścieżce
o 3 wierzcho lkach.

A2. Rozważmy  lancuch Markowa, ktorego stanami sa↪ wszystkie 4 podzbiory zbioru X = {1, 2}. Zasady przej́scia
dla tego  lańcucha sa↪ nastepuja↪ce:

• Maja↪c zbiór A, rzuć moneta↪.
• Jeśli wypad l orze l, to wylosuj jeden z dwóch elementów zbioru X, każdy z jednakowym prawdopodobieństwem.

Zmień A na A ∪ {x}.
• Jeśli wypad la reszka, to wylosuj jeden z dwóch elementów zbioru X, każdy z jednakowym prawdopodobieństwem.

Zmień A na A \ {x}.
(a) Wyznacz macierz przej́scia tego  lańcucha.
(b) Wyznacz jego rozk lad stacjonarny.
(c) Czy  lańcuch jest ergodyczny?
(d) Czy  lańcuch jest odwracalny?

A3. Rozważmy dwa  lancuchy Markowa, L1 i L2, ktorych stanami jest pie↪ć zbiorów niezależnych ścieżki na trzech
wierzcho lkach (jeden zbiór pusty, trzy jednoelementowe i jeden dwuelementowy).

• Zasady przej́scia dla  lańcucha L1 sa↪ nastepuja↪ce:
– Maja↪c zbiór niezależny I, rzuć moneta↪.
– Jeśli wypad l orze l, to wylosuj jeden z trzech wierzcholkow v, każdy z jednakowym prawdopodobieństwem.

Gdy v /∈ I i I ∪ {v} jest niezależny, wtedy zamień I na I ∪ {v}; w przeciwnym przypadku zostań w I.
– Jeśli wypad la reszka, to wylosuj jeden z trzech wierzcholkow v, każdy z jednakowym prawdopodobieństwem.

Gdy v ∈ I, wtedy zamień I na I \ {v}; w przeciwnym przypadku zostań w I.
• Zasady przej́scia dla  lańcucha L2 sa↪ takie:

– Maja↪c zbiór niezależny I, rzuć moneta↪.
– Jeśli wypad l orze l i istnieje przynajmniej jeden taki zbiór niezależny J , że J ⊃ I i |J \ I| = 1, wybierz

losowo jeden z takich zbiorów (każdy z jednakowym prawdopodobieństwem) i zamień I na J .
– Jeśli wypad la reszka i istnieje przynajmniej jeden taki zbiór niezależny J , że J ⊂ I i |I \J | = 1, wybierz

losowo jeden z takich zbiorów (każdy z jednakowym prawdopodobieństwem) i zamień I na J .
– W pozostalych przypadkach zostań w I.

Wyznacz macierze przej́scia i rozk lady stacjonarne dla obu  lańcuchów.

A4. Opisz zwie↪źle idee↪ algorytmu, generuja↪cego losowy zbiór niezależny w grafie (w tym zbiór pusty) w taki sposób,
że

(a)  lańcuch Markowa dla tego procesu posiada rozk lad stacjonarny, w którym wszystkie podzbiory sa↪ jednakowo
prawdopodobne.

(b) po wielu krokach otrzymamy każdy podzbiór niezależny z prawdopodobieństwem w przybliżeniu jednakowym.
(c)  lańcuch Markowa dla tego procesu posiada rozk lad stacjonarny, w którym każdy ze zbiorów niezależnych A

wyste↪puje z prawdopobieństwem 2|A|∑
Z 2|Z| , gdzie suma w mianowniku przebiega wszystkie zbiory niezależne

grafu (w tym zbiór pusty).
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(d)  lańcuch Markowa dla tego procesu posiada rozk lad stacjonarny, w którym każdy ze zbiorów niezależnych

A wyste↪puje z prawdopobieństwem (1/2)|A|∑
Z(1/2)|Z| , gdzie suma w mianowniku przebiega wszystkie zbiory

niezależne grafu (w tym zbiór pusty).

Dok ladnie uzasadnij poprawność algorytmu.

A5. Generujemy lasy rozpie↪te grafu K3 naste↪puja↪co. Zaczynamy od dowolnego lasu rozpie↪tego, a w każdym kroku,
maja↪c wygenerowany las H, wybieramy z jednakowym prawdopodobieństwem jaka↪́s krawe↪dź z E(K3), a naste↪pnie
rzucamy symetryczna↪ moneta↪.

• Jeżeli wypad l orze l i wybrana krawe↪dź należy do lasu H, to ja↪ usuwamy.
• Jeżeli wypad la reszka i wybrana krawe↪dź nie należy do H, to dodajemy ja↪ do H (o ile nie domyka cyklu).
• W przeciwnym wypadku nic nie robimy.

Budujemy  lańcuch Markowa odpowiadaja↪cy powyższemu algorytmowi, w którym stanami sa↪ wszystkie lasy rozpie↪te
w K3.

(a) Ile stanów ma ten  lańcuch?
(b) Prosze↪ wybrać w K3 drzewo rozpie↪te i podać wiersz macierzy przej́scia  lańcucha, odpowiadaja↪cy temu

stanowi.
(c) Czy  lańcuch jest ergodyczny?
(d) Czy  lańcuch jest odwracalny?
(e) Jaki jest jego rozk lad stacjonarny?
(f) Czy możemy stwierdzić, że po wielu krokach każdy las rozpie↪ty be↪dzie w przybliżeniu jednakowo praw-

dopodobny?
(g) Czy możemy stwierdzić, że po wielu krokach każde drzewo rozpie↪te be↪dzie w przybliżeniu jednakowo praw-

dopodobne?

A6. Generujemy losowo drzewo rozpie↪te grafu K3 poprzez wyróżnienie pewnych krawe↪dzi wg naste↪puja↪cych regu l.
Zaczynamy od wierzcho lka nr 1 i pustego zbioru krawe↪dzi wyróżnionych. W każdym kroku przemieszczamy sie↪
wzd luż kawe↪dzi do wierzcho lka sa↪siedniego, wybranego z jednakowym prawdopodobieństwem. Przebyta↪ krawe↪dź
do la↪czamy do wyróżnionych wtedy i tylko wtedy, gdy nie domyka cyklu zbudowanego z krawe↪dzi wyróżnionych.

(a) Uzasadnij, że oczekiwana liczba kroków, po których wyróżnione krawe↪dzie utworza↪ drzewo rozpie↪te, jest
mniejsza niż 20.

(b) Dla każdego drzewa rozpie↪tego wyznacz prawdopodbieństwo jego wygenerowania po 4 krokach, to znaczy
prawdopodobieństwo, że po 4 krokach wszystkie krawe↪dzie tego drzewa sa↪ wyróżnione.

(c) Czy możemy stwierdzić, że po wielu krokach każde drzewo rozpie↪te be↪dzie w przybliżeniu jednakowo praw-
dopodobne?

ZOT 7. Mysz i kot b la↪dza↪ klasycznie (i niezależnie) na tym samym spójnym grafie 8-regularnym o 20 wierzcho lkach,
ktie jest dwudzielny. Na pocza↪tku znajduja↪ sia↪ w pewnych niesa↪siednich wierzcho lkach. Gdy znajda↪ sie↪ w tym
samym wierzcho lku, kot zjada mysz. Uzasadnij, że oczekiwana liczba kroków, po których mysz zostanie zjedzona,
jest mniejsza niż 625 · 215.

Zadania na ćwiczenia

Zad.1. Oblicz dok ladnie średni czas pokrycia dla klasycznego b la↪dzenia po ścieżce o 3 wierzcho lkach.
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Zad.2. Rozważmy b la↪dzenie klasyczne na poniższym grafie.

Za lóżmy, że startujemy z lewego górnego rogu. Oszacuj średni czas pokrycia z góry i z do lu.

Zad.3. Oto znany problem plecakowy. Mamy n przedmiotów, o zadanych obje↪tościach. Mamy też plecak o znanej
pojemności. Plecak możemy zapakować wybieraja↪c dowolnie zestaw przedmiotów (w tym zestaw pusty), o ile suma
ich obje↪tości nie przekracza pojemności plecaka. Chcemy wygenerować losowo różne zapakowania plecaka (czyli
zestaw przedmiotów, który sie↪ w plecaku mieści). Zaproponuj algorytm oparty na  lańcuchu Markowa o zbiorze
stanów z lożonym z wszystkich możliwych zestawów w plecaku, o poniższej w lasności.

(a)  Lańcuch Markowa odpowiadaja↪cy temu algorytmowi posiada rozk lad stacjonarny, który każdemu zapakowa-
niu plecaka przypisuje jednakowe prawdopodobieństwo.

(b) Po wielu krokach otrzymamy każde zapakowanie z prawdopodobieństwem w przybliżeniu jednakowym.
(c) Po wielu krokach przybliżone prawdopodobieństwo danego zapakowania be↪dzie funkcja↪ maleja↪ca↪ wzgle↪dem

liczby przedmiotów w plecaku, a dok ladniej – be↪dzie wprost proporcjonalne do 1/4m, gdzie m jest liczba↪
przedmiotów w plecaku.

Zak ladamy, że stworzenie listy wszystkich możliwych do zapakowania zestawów jest nieekonomiczne.

Zad.4. (rezerwowe) Generujemy lasy rozpie↪te spójnego grafu G naste↪puja↪co. Zaczynamy od dowolnego lasu
rozpie↪tego, a w każdym kroku, maja↪c wygenerowany las H, wybieramy jednostajnie krawe↪dź z E(G) i z prawdo-
podobieństwem 1

2 usuwamy ja↪ z H (jeśli nie jest ona krawe↪dzia↪ H, to nic nie robimy), a z prawdopodobieństwem
1
2 dodajemy ja↪ do H (o ile nie domyka cyklu).

(a) Czy możemy stwierdzić, że po wielu krokach każdy las rozpie↪ty be↪dzie w przybliżeniu jednakowo praw-
dopodobny?

(b) Czy możemy stwierdzić, że po wielu krokach każde drzewo rozpie↪te be↪dzie w przybliżeniu jednakowo praw-
dopodobne?

Zadania do samodzielnego rozwia↪zania później

B1. Pch la b la↪dzi klasycznie po cyklu o 5 wierzcho lkach. Oszacuj z góry i z do lu średni czas pokrycia dla tego
 lańcucha Markowa.

B2. Tasujemy talie↪ n (n > 2) kart w taki sposób: zaczynamy od dowolnego stosu, wybieramy losowo (z jednakowym
prawdopodobieństwem) jedna↪ z n kart i k ladziemy ja↪ na wierzch.

(a) Sprawdź, że rozk lad jednostajny jest rozk ladem stacjonarnym tego  lańcucha.
(b) Uzasadnij, że  lańcuch jest nieokresowy i nieprzywiedlny.
(c) Czy po wielu krokach uzuskamy każde potasowanie z prawdopodobieństwem w przybliżeniu jednakowym?

Zad.5. Lisek Chytrusek zaproponowa l poniższy algorytm (oparty na  lańcuchu Markowa) do dobrego potasowania
52 kart. Celem liska by lo stworzyć algorytm, który po wielu krokach (np. 100tys) wygeneruje każde potasowanie z
prawdopodobieństwem w przybliżeniu jednakowym.

Algorytm liska: Zaczynam od dowolnego potasowania. W każdym kroku wybieram losowo kolejno dwie, niekoniecznie
różne, karty (każda↪ losuje↪ jednostajnie) i zamieniam miejscami.
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Sprawdź poprawność algorytmu, tzn. czy rzyczywíscie po wielu krokach każde potasowanie be↪dzie w przybliżeniu
tak samo prawdopodobne.

B3. Zaproponuj algorytm oparty na  lańcuchu Markowa o 2k stanach, który po wielu krokach wygeneruje każdy
wierzcho lek k-kostki z prawdopodobieństwem w przybliżeniu jednakowym. Zak ladamy, że k jest duże i stworzenie
listy wszystkich 2k wierzcho lków k-kostki jest nieekonomiczne.

B4. Opisz zwie↪źle idee↪ algorytmu, generuja↪cego losowe skojarzenia w grafie (w tym zbiór pusty), w taki sposób,
by każde ze skojarzeń M wylosowane zosta lo z prawdopobieństwem

(a) prawie jednakowym.
(b) bliskim

5|M |∑
S 5|S| ,

gdzie |M | jest liczba↪ krawe↪dzi w skojarzeniu M , a suma w mianowniku przebiega wszystkie skojarzenia
grafu (i zbiór pusty).

(c) bliskim 1

3|M | ·
∑

S(1/3)|S| ,

gdzie |M | jest liczba↪ krawe↪dzi w skojarzeniu M , a suma w mianowniku przebiega wszystkie skojarzenia
grafu (i zbiór pusty).

Najważniejsza↪ cze↪́scia↪ tego zadania jest uzasadnienie poprawności algorytmu.

B5. Mamy 3 kolory i graf G = C4, czyli be↪da↪cy cyklem o 4 wierzcho lkach. Oto regu ly przej́scia dla algorytmu
opartego na  lańcuchu Markowa, którego zbiorem stanów sa↪ wszystkie w laściwe kolorowania grafu G:

• Maja↪c kolorowanie w laściwe, wylosuj jeden z wierzcholkow v ∈ V (G), każdy z jednakowym prawdopodobieństwem,
naste↪pnie wylosuj jeden z kolorów i, każdy z jednakowym prawdopodobieństwem.
• Jeśli po przemalowaniu wierzcho lka v na kolor i kolorowanie pozostaje w laściwe, przemaluj v na kolor i.
• W przeciwnym przypadku pozostaw kolorowanie bez zmian.

(a) Ile stanów ma  lańcuch Markowa odpowiadaja↪cy podanemu algorytmowi?
(b) Wyznacz pierwszy wiersz macierzy przej́scia tego  lańcucha (stan numer jeden wybierz samodzielnie).
(c) Czy po bardzo dużej liczbie kroków każde w laściwe kolorowanie be↪dzie w przybliżeniu jednakowo praw-

dopodobne, niezależnie jaki by l stan pocza↪tkowy?
(d) Jeśli w poprzednim podpunkcie zapomnia leś sprawdzić, czy  lańcuch jest ergodyczny, zrób to teraz.

B6. Mamy n przedmiotów, o zadanych obje↪tościach. Mamy też plecak o znanej pojemności. Plecak możemy
zapakować, wybieraja↪c dowolnie zestaw przedmiotów (w tym zestaw pusty), o ile suma ich obje↪tości nie przekracza
pojemności plecaka. Zaproponuj algorytm oparty na  lańcuchu Markowa, który po wielu krokach wybierze zestaw
przedmiotów możliwy do zapakowania w taki sposób, by przybliżone prawdopodobieństwo wylosowania zestawu
by lo funkcja↪ rosna↪ca↪ liczby przedmiotów w zestawie. Najważniejsza↪ cze↪́scia↪ zadania jest uzasadnienie poprawności
algorytmu.

B7. Oceń poprawność poniższych zdań. Odpowiedź należy poprzeć albo uzasadnieniem ogólnym, albo przyk ladem,
albo kontrprzyk ladem.

(a) Jeśli b ladzimy klasycznie na grafie G, który jest 4-regularny, to oczekiwana liczba kroków, po których
wszystkie wierzcho lki be↪da↪ odwiedzone, jest mniejsza niż 5000.

(b) Jeśli b la↪dzimy klasycznie na cyklu i oczekiwana liczba kroków, po których wszystkie wierzcho lki be↪da↪
odwiedzone, jest wie↪ksza niż 1000, to cykl ten ma wie↪cej niż 20 wierzcho lków.


