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Zadania domowe, przygotowujace do kartkéwki

(t)
(]
krokach, a przez pt rozktad prawdopodobieristwa po t krokach.

Przez p;/ we wszystkich zadaniach oznaczamy prawdopodobienstwo przejscia ze stanu i do stanu j w t

A1. Zaba siedzi nad strumieniem i co minute z prawdopodobienstwem p = % skacze na drugi brzeg, a z
prawdopodobienstwem ¢ = % nie rusza si¢ z miejsca. Niech X,, bedzie polozeniem zaby (numerem brzegu
strumienia) po n minutach. (X,,) jest zatem taiicuchem Markowa na zbiorze stanéw S = {1, 2}.

(a) Przedstaw ten laiicuch za pomoca grafu skierowanego, ktérego wierzcholkami sa oba stany, a
strzatkom (w tym petlom) przyporzadkowane sa odpowiednie prawdopodobieristwa przejscia ze
stanu do stanu.

(b) Wyznacz macierz przejscia dla tego tanicucha.

(c) Zalézmy, ze na poczatku zaba jest na brzegu nr 1. Wyznacz p', p? i p?, czyli rozktady prawdopodo-
bienstwa dla polozenia zaby po 1, 2, 3 minutach.

(d) Wyznacz trzecia potege macierzy przejscia i odczytaj z niej pg). Czy wynik pokrywa sie z oblicze-
niami przeprowadzonymi w poprzednim podpunkcie?

(e) Zalézmy, ze rozklad poczatkowy zaby to p° = [%, %], tzn. z jednakowym prawdopodobienstwem

znajduje sie na brzegu 1 i na brzegu 2. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze po 3 minutach znajdzie

sie na brzegu 17 Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po 32564 minutach znajdzie sie na brzegu 17

A2. Obok podana jest macierz przejscia taricucha Markowa o zbiorze stanéw S = {1,2,3,4,5}.
(2)

(a) Znajdz pyy . : % 1 % L
(b) Znajdz pSi®. 053 0 5 0
(¢c) Wyznacz rozklad prawdopodobienstwa dla tego taiicucha po pierwszym kroku,| 3 0 5 0 3
przy zalozeniu, ze rozkladem poczatkowym laricucha jest p° = [%, %, 0,0, %] (1) 8 (1) (1) (1)
(d) Przedstaw taiicuch Markowa za pomoca grafu skierowanego o 5 wierzchotkach. 1 1 2
000 & 4 00 o0 & 2
A3. Oto macierz przejscia pewnego tancucha 0 01 0 0 0 0 0 % 1
Markowa o zbiorze stanéw S = {1,2,3,4,5}. (a)A=|0 1 0 0 0 b)y| 0 0 2 0 g
) . . ... (5) 12 9 0 0 L3 90 0 0
Bez podnoszenia macierzy do potegi znajdz p( . 3 3
o 1000 0 14590
A4. Oto macierz przejécia pewnego taiicucha Markowa na zbiorze stanéw {1,2,3,4}. 11 1 1
. . , . 4 1
(a) Zalozmy, ze rozktadem poczatkowym tego lanicucha jest [%, %,0, %] Wyznacz 0 % 0 %
rozklad prawdopodobienistwa po pierwszym kroku. % 0 % 0
(b) Zalézmy, ze na poczatku laricuch jest w stanie 2. Jakie jest 00 0 1

prawdopodobienstwo przejscia do stanu 3 w 100 krokach?

A5. Laka przedzielona jest niskim murkiem na czes$¢ polnocna i poltudniows. Po przeciwnych stronach
murku siedza dwie ropuchy, Orto$ i Resztka, rzucajac co jaki§ czas moneta. Gdy wypadnie orzet, Orlos
przeskakuje przez murek na druga strone, jesli reszka, przez murek przeskakuje Resztka.

(a) Przedstaw taricuch Markowa, odpowiadajacy tej zabawie, za pomoca grafu skierowanego o 4 wierz-
chotkach. Podaj macierz przejécia dla tego laricucha.

(b) Przypusémy, ze nie rozrézniamy obu ropuch. Skonstruuj taricuch Markowa o trzech stanach, odpo-
wiadajacy tej zabawie.

(¢) Przypusémy, ze interesuje nas tylko to, czy obie ropuchy sa po tej samej, czy po drugiej stronie
murku. Skonstruuj tancuch Markowa o dwdch stanach, odpowiadajacy tej sytuacji.

A6. Czasteczka spaceruje po $ciezce o 3 wierzcholkach, ponumerowanych liczbami —1,0,1 (wierzcholek 0
jest stopnia 2). W kazdym kroku z prawdopodobieristwem 1/2 pozostaje w miejscu, a z prawdopodobienstwem
1/2 przemieszcza sie, przy czym przemieszcza sie do sasiadniego wierzchotka, a w punkcie 0 szanse wybrania
—11i 1 sa takie same.

(a) Przedstaw lancuch Markowa odpowiadajacy temu spacerowi za pomoca grafu skierowanego.

(b) Podaj macierz przejscia dla tego taicucha.

(c) Zalézmy, ze w chwili 0 czasteczka znajduje sie w stanie —1. Wyznacz czwarta potege macierzy
przejscia i na tej podstawie podaj prawdopodobienstwo, ze czasteczka po 4 krokach znajdzie sie w
stanie 1.

(d) Zalozmy, ze w chwili 0 czasteczka z jednakowym prawdopodobienstwem znajduje sie w stanie —1,
0 lub 1. Dla kazdego wierzchotka $ciezki wyznacz prawdopodobienstwo, z jakim czasteczka znajdzie
sie w tym wierzchotku po 4 krokach.
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Zad.1. Niech G bedzie grafem nieskierowanym o czterech wierzchotkach i pieciu krawedziach, tzn. G jest
cyklem o dlugosci cztery z jedna przekatna. Wierzcholek nr 1 ma stopien 3, wierzchotek nr 2 ma stopien
2. Rozpatrzmy tzw. klasyczne bladzenie losowe na grafie GG, polegajace na tym, ze zeton umieszczony w
wierzchotku w przesuwamy do jego sasiada z prawdopodobienistwem 1/ deg(w). Wyznacz macierz przejscia
dla tak okreslonego tancucha Markowa. Nie korzystajac z tej macierzy, znajdz rozktad prawdopodobienstwa
dla tancucha po 2 krokach, jesli na poczatku umieszczamy zeton z prawdopodobienstwem i w wierzchotku

L3 0,0]. Nastepnie sprawdz poprawnosé

11 z z prawdopodobienstwem % w wierzcholku 2, tzn. p? = (155>

wyniku, korzystajac z kwadratu macierzy przejscia.
Zad.2. Oto macierz przejscia pewnego tancucha Markowa:
0
A=

O~ O Wl
ok O O

O O —=win

0
0
1

1

Wiedzac, ze p' = [0, 3,0, %], wyznacz p° oraz p.

Zad.3. Spragniony Bolek ma tylko 1 zl, a chcialby nabyé¢ napdj wysokoenergetyczny kosztujacy 3 zl.
W tym celu udaje sie do kasyna prowadzonego przez Lolka, w ktérym postanawia gra¢ w rzut moneta
tak dlugo, pdki nie zbankrutuje lub nie wygra 3 zi. W kazdej grze Bolek wygrywa lub przegrywa 1 zt z
prawdopodobienistwem 1/2. Znajdz prawdopodobienstwo, ze Bolek wygra 3 zt i ugasi pragnienie. Opisz
dramatyczna sytuacje Bolka uzywajac odpowiedniego tancucha Markowa.

Zad.4. Ala i Franek rzucaja na zmiane standardowa moneta. Franek wygrywa, gdy po raz pierwszy w
ciagu rzutéw pojawi sie ROR, a Ala — gdy pojawi sie OOR. Przedstaw te gre w postaci lanicucha Markowa
(o skoriczonym, jak zwykle, zbiorze stanéw).

Zad.5. Rozwazmy zabawe zab z zadania domowego A5(a). Zalézmy, ze na poczatku obie ropuchy znajduja
sie po stronie pémocnej. Wyznacz rozklad prawdopodobienistwa dla polozenia ropuch po 12345 rzutach
monety.

Zad.6. (rezerwowe) Na wierzchotkach trdjkata siedza 3 robaczki. Robaczki co sekunde moga przybieraé
kolor czerwony lub zielony. Polega to na tym, ze jesli robaczek widzi, ze oba pozostate robaczki maja ten
sam kolor, to w nastepnej sekundzie przybierze ich kolor, jezeli za$ ich kolory sa rézne, to w nastepnej
sekundzie robaczek z prawdopodobienistwem 1/2 bedzie zielony, a z prawdopodobienistwem 1/2 — czerwony.
Na poczatku jeden robaczek jest czerwony, a 2 zielone. Zbuduj lancuch Markowa odpowiadajacy temu
procesowi i podaj jego macierz przejécia, przy zalozeniu, ze

(a) Wazne jest dla nas dokladne roztozenie koloréw robaczkéw na tréjkacie, z uwzglednieniem numerdéw

wierzcholkéw.
(b) Wazna jest dla nas jedynie liczba robaczkéw w obu kolorach.

Zadania do samodzielnego rozwiazania pdzniej

B1. W pierwszym kapeluszu sg 3 kule biale, a w drugim 3 kule czarne. W n—tym doswiadczeniu, losujemy po
jednej kulce z obu kapeluszy i zamieniamy je miejscami. Niech X,, bedzie liczba bialych kulek w pierwszym
kapeluszu po n doswiadczeniach. Wyznacz macierz przejécia dla taicucha Markowa (X,,)02,.

B2. Oto macierz przejscia taicucha Markowa na zbiorze stanéw S = {1,2,3,4}:

N T TN N T
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(a) Wyznacz prawdopodobienstwo przejscia ze stanu 2 do stanu 4 w trzech krokach.
(b) Wyznacz prawdopodobieristwo, ze zaczynaja¢ od rozktadu poczatkowego p° = [1 0,21

6V 3 6] PO trzech
krokach tancuch znajdzie sie w stanie 3.



B3. Oto macierz przejscia pewnego tanicucha Markowa: A =

O WO O O
QW= O O
OO OO
SO O O
O O O O
Sw—r O O O
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0 0 O

Narysuj graf skierowany obrazujacy ten tanicuch Markowa. Bez podnoszenia macierzy do potegi wyznacz
rozklad prawdopodobienstwa po 5 krokach, przy zalozeniu, ze rozkladem poczatkowym tancucha jest
[0,0,0,1,0,0].

B4. Student blaka sie losowo miedzy trzema bibliotekami 1,2,3 i domem (oznaczmy go numerem 0),
tzn. bedac w danym budynku, wybiera kolejne miejsce pobytu losowo sposérdod trzech pozostalych. Droge
miedzy tymi budynkami pokonuje (uwzgledniajac czas spedzony w budunku) w czasie 1h. Niech X, bedzie
numerem budynku, w ktérym student znajduje sie po n godzinach. Zalézmy, ze na poczatku student
jest w domu. Wyznacz rozklad X, dla n = 1,2,3 dwoma sposobami: korzystajac z macierzy przejscia i
wzdroworozsadkowo” .

—_

B5. Cztery robaczki znajduja sie w jednym wierzchotku czworoscianu. Co sekunde kazdy z nich z prawdo-
podobienstwem % pozostaje na miejscu lub losowo (z jednakowym prawdopodobienistwem) przemieszcza

sie do jednego z sasiednich wierzcholtkéw czworoécianu.

(a) Ile stanéw ma tanicuch Markowa wyrazajacy wedréwke robaczkéw, jezeli wazne jest dla nas, ktéry
robaczek w ktérym wierzchotku czworoscianu sie znajduje?

(b) Ile stanéw ma taricuch Markowa wyrazajacy wedréwke robaczkéw, jezeli wazna jest dla nas jedynie
liczba robaczkéw w kazdym z wierzchotkéw czworoscianu?

(c) Tle stanéw ma taiicuch Markowa wyrazajacy wedréwke robaczkéw, jezeli wazna jest dla nas jedynie
liczba robaczkéw w kazdym z wierzchotkéw czworoscianu, a dodatkowo nieistotna jest numeracja
wierzchotkéw czworoscianu?

(d) Wyznacz macierz przejécia dla ostatniego modelu.



