TPI 7
Przeptywy w sieciach

Zadania na éwiczenia

Zad.1. Znajdz najwiekszy przeplyw i najmniejsze ciecie w ponizszej sieci. Uzasadnij poprawnosé rozwiazania.
Ciecie prosze wskazaé za pomoca odpowiedniego podziatu zbioru wierzchotkow.

Zad.2. Oszacuj najlepiej jak potrafisz (z géry i z dolu) pojemnosé najmniejszego ciecia i warto$é najwiekszego
przeplywu w podanej sieci.

Zad.3. Rozwazmy pewna siec.
(a) Zalézmy, ze warto$¢ najwiekszego przeplywu wynosi 10. Czy istnieje w rozwazanej sieci ciecie o
pojemnosci 87
(b) Zalézmy, ze pojemnos$é najmniejszego ciecia w sieci wynosi 10. Czy kazdy przeplyw w tej sieci ma
wartos$¢ mniejsza niz 127

Zad.4. Zalézmy, ze chcemy znalez¢ najwiekszy przeplyw w poda-
nej nietypowej sieci D z wieloma zrédlami i ujéciami. Przettumacz
problem na réwnowazny mu problem znalezienia odpowiedniego
przeplywu w standardowej sieci z jednym ujsciem i jednym zrédiem.

Zad.5. Chcemy rozstrzygna¢, czy w podanej nietypowej sie-
ci istnieje dopuszczalny przeptyw, w ktorym sa spelnione za-
potrzebowania wierzcholtkéw. Liczby w wierzchotkach oznaczaja
zapotrzebowania: ujemne oznaczaja, ze wierzcholek chce o tyle
wiecej ,,da¢” a dodatnie, ze chce o tyle wiecej ,,dostac”. Liczby
na krawedziach oznaczaja, jak zwykle, pojemnosé krawedzi.
Przettumacz problem na réwnowazny mu problem znalezie-
nia odpowiedniego przeplywu w standardowej sieci z jednym
ujsciem i jednym Zrédltem, w ktérej zapotrzebowanie wszystkich
wierzcholkéw (poza ujsciem i Zrédlem) wynosi 0.

Zad.6. (rezerwowe) A to jeszcze bardziej nietypowa siec.
Pojemnos$¢ jednej krawedzi jest ograniczona z dotu i z géry
podanymi liczbami. Podobnie jak w poprzednim zadaniu,
przettumacz problem znalezienia dopuszczalnego przeptywu w
tej dziwnej sieci na réwnowazny mu problem znalezienia odpo-
wiedniego przeptywu w standardowej sieci.

Zadania domowe, przygotowujace do kartkéwki (ktéra odbedzie sie dopiero 9.05)

ZOT jest nieobowigzkowy; zainteresowani oddajqg na ¢wiczeniach jego pisemne rozwigzanie.

W zadaniach domowych ,sie¢” oznacza standardowa sieé, z jednym zrédlem i jednym ujsSciem.

A1l. Jadran postanowit zdefiniowa¢ przyktadowy przepltyw w podanej sieci. Dla jasnosci obrazu Jadran

pomalowal na niebiesko krawedzie, ktérym — budujac przeplyw — przyporzadkowal wartosci dodatnie.

Liczby bez nawiaséw oznaczaja pojemnosci krawedzi, liczby w nawiasach to wartosci przyporzadkowane
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krawedziom przez Jadrana. Brak liczby w nawiasie nad krawedzia oznacza, ze Jadran przyporzadkowal jej
wartos¢ 0. Czy Jadran poprawnie zdefiniowal przepltyw? Jezeli tak, to wyznacz wartosé¢ przeptywu; jezeli
nie, to popraw jak najmniej wartosci w nawiasach kwadratowych w taki sposéb, by otrzymaé przeptyw.

A2.

(a) Oblicz pojemnosé ciecia wyznaczonego przez poda-
ny podzial (X,Y), gdzie X to zbiér wierzchotkéw
czerwonych, a Y — zbiér pozostatych wierzchotkéw
sieci.

(b) Czy (X,Y) jest najmniejszym cieciem? Jesli tak, to
uzasadnij; jesli nie — wskaz lepszy podzial.

A3. Rozwazmy pewna siec.

(a) Zalézmy, ze w sieci istnieje pewne ciecie o pojemnosci 10. Jakie wynika z tego oszacowanie na
wartos¢ najwiekszego przyptywu?

(b) Zalézmy, ze w sieci istnieje pewien przeptyw o wartosci 8. Jakie wynika z tego oszacowanie na
pojemnos$é najmniejszego ciecia?

A4. Najmniejsze ciecie w pewnej sieci jest wyznaczone przez trzy strzalki: (a,b) o pojemnosci 3, (¢,d) o
pojemnosci 4 i (a,d) o pojemnosci 2, przy czym wierzchotki a, ¢ leza po stronie Zrédla, a wierzchotki b i d
po stronie ujscia.

(a) Ile wynosi najwiekszy przeptyw w tej sieci?

(b) Czy jesli zwiekszymy o jeden pojemnosci kazdej ze strzalek (a,b), (¢, d) i (a, d), to wartosé najwiekszego
przepltywu na pewno sie zwiekszy? Jezeli tak, to uzasadnij dlaczego; jezeli nie, to podaj kontr-
przyklad.

A5. Dana jest sie¢ D, w ktérej kazda krawedz ma pojemnosé jeden. Zalézmy, ze w sieci tej istnieje k
(k > 1) krawedziowo rozlacznych $ciezek skierowanych ze Zrédia do ujscia. Uzasadnij, ze:

(a) warto$é¢ najwiekszego przeplywu w D wynosi co najmniej k.
(b) pojemnos¢ kazdego ciecia w D wynosi przynajmniej k.

A6. Ocen poprawnos¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w zaleznosci
od potrzeby, uzasadnieniem ogélnym, przykladem lub kontrprzykladem. Poprawnos$é przykltadéw /kontr-
przykladéw tez nalezy uzasadnié.

(a) Jezeli w sieci istnieje ciecie o pojemnosci 3, to najwiekszy przeplyw w tej sieci ma wartosé 3.

(b) Jezeli w sieci istnieje przeplyw o wartosci 2, to najmniejsze ciecie w tej sieci ma pojemnosé 2.

(c) Jesli w nietrywialnej sieci zmniejszymy pojemnos¢ kazdej strzatki, to zmniejszy sie pojemnos¢ naj-
mniejszego ciecia. (Nietrywialna sieé¢ to taka, w ktérej najmniejsze ciecie ma pojemnosé dodatnia,.)

(d) Jesli w sieci zwiekszymy pojemnosé kazdej strzatki wychodzacej ze 7rédla, to zwiekszy sie warto$é
najwiekszego przeplywu.

(e) Istnieje sie¢, w ktérej sa co najmniej dwa rézne najwieksze przeplywy.

(f) Istnieje sie¢, w ktérej sa co najmniej dwa rézne najmniejsze ciecia.

(g) Jezeli w sieci sa co najmniej dwa rézne najwieksze przeplywy, to w sieci tej istnieja przynajmniej
dwa rézne najmniejsze ciecia.

(h) Jesli w sieci istnieja przynajmniej dwa rézne najmniejsze ciecia, to w tej sieci istnieja co najmniej
dwa rézne najwicksze przeplywy.



ZOT 5. W miescie ukrywaja sie przestepcy. Policja zna praw-
dopodobne miejsca kryjowek przestepcow. Przestepcy moga
opusci¢ miasto jedynie kilkoma wyjazdami, réwniez policji zna-
nymi. Dla kazdej ulicy wiadomo, ilu policjantéw potrzeba, by
ja zablokowaé. Zadaniem policji jest przeprowadzi¢ skuteczng
blokade ulic przy pomocy jak najmniejszej liczby policjantow.
Na rysunku widzimy mapke miasta. K1, K2 to miejsca, w
ktorych moga ukrywaja sie przestepcy, a W, N, E, S — wyjazdy z
miasta. Liczby przy ulicach okreslaja, ilu policjantéw potrzeba,
by zablokowaé ulice. Ulice sa dwukierunkowe.

Wyznacz najmniejsza liczbe liczbe policjantéw, gwarantujaca, ze zaden przestepca nie ucieknie. Opisz
rozmieszczenie policjantéw na ulicach. Nie zapomnij o uzasadnieniu, ze mniej policjantéw nie wystarczy.
Uwaga: W rozwiagzaniu nie mozna powotywaé sie na wyniki obliczeri komputerowych.

Zadania do samodzielnego rozwiazania pdzniej

B1. Znajdz najwiekszy przeplyw w ponizszej sieci. Uzasadnij poprawnosé¢ rozwiazania, wskazujac odpo-
wiednie ciecie.
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Jesli rozwiazanie sprawia Panstwu problemy, prosze wykorzysta¢ pomyst Sciezek rozszerzajacych z wyktadu.

B2.

(a)
(b)
()

Zalézmy, ze w sieci, w ktérej kazda krawedz ma pojemnosé 2, istnieje przeptyw o wartosci 13. Czy
w tej sieci moze istnie¢ ciecie wyznaczone przez sze$é¢ strzatek?

Zaltézmy, ze w sieci, w ktérej kazda krawedZz ma pojemnosé 3, istnieje ciecie o pojemnosci 15, ale
nie jest to ciecie najmniejsze. Co mozna powiedzie¢ o wartosci najwiekszego przeptywu w tej sieci?
Dana jest sie¢ D, w ktorej ze zrédla wychodza dokladnie cztery strzalki o pojemnosciach réwnych
1,1,1 i 4. Do ujscia dochodza réwniez cztery strzalki, kazda o pojemnosci réwnej 2. Ponadto wia-
domo, ze najmniejsze ciecie w D jest wyznaczone przez 4 strzalki: pewne dwie sposréd strzalek
wychodzacych ze Zrodia razem z dwiema sposréd strzalek dochodzacych do uj$cia. Co mozna
powiedzie¢ o warto$ci najwiekszego przepltywu w tej sieci?

Dana jest sie¢ D, w ktérej kazda krawedz ma pojemnos$é¢ jeden. Uzasadnij, ze w D istnieje taki
przeplyw o najwiekszej wartosci, ze warto$é¢ przepltywu na kazdej z krawedzi wynosi jeden lub zero.
Narysuj przyktad sieci, w ktorej kazda krawedz ma pojemno$¢ jeden, ale istnieje najwiekszy przeptyw,
ktory na niektorych krawedziach ma wartosci niecatkowite.

B4. Zalézmy, ze intersuje nas najwickszy przeplyw w podanej nietypowej sieci D; z dwoma ujsciami.

(a)

(b)
()

Zbuduj sie¢ Ds tradycyjna, czyli z jednym zrédiem i jednym a 4
ujsciem, w ktérej problem znalezienia najwiekszego przepltywu
jest rownowazny problemowi najwiekszego przeptywu w Dj.
Opisz, w jaki sposéb na podstawie najwiekszego przeptywu w
Dy zdefiniowaé w Dy przeptyw o wartosci maxflow(Ds).

Opisz, w jaki sposéb na podstawie najwiekszego przeptywu w
D, zdefiniowaé w Dy przeptyw o wartosci maxflow (D). 1 3

Uwaga: Prosze tych problemoéw nie rozwiazywac, tzn. nie trzeba wskazywaé najwiekszych przepltywow.



B5. Chcemy rozstrzygnaé, czy w podanej nietypowej sieci z podany-
mi zapotrzebowaniami wierzchotkéw istnieje dopuszczalny przeplyw.
Przettumacz problem na réwnowazny mu problem znalezienia od-
powiedniego przeplywu w standardowej sieci, czyli sieci z jednym
ujsciem i jednym zZrédlem, w ktérej zapotrzebowanie wszystkich
wierzcholkéw (poza ujsciem i Zrédlem) wynosi 0.

Uwaga: Prosze problemu nie rozwiazywac, tzn. nie szukaé¢ dopuszczal-
nego przepltywu.

B6. Chcemy rozstrzygnaé, czy w podanej bardzo nietypowej sieci D istnie-
je dopuszczalny przepltyw, w ktérym wartosé przeptywu na kazdej krawedzi
jest ograniczona z dotu i z géry podanymi liczbami. Tu zapotrzebowania
wierzcholkéw wynosza zero. Przettumacz problem na réwnowazny mu pro-
blem znalezienia odpowiedniego przeptywu w standardowej sieci, czyli sie-
ci z jednym ujsciem i jednym zrodltem, w ktorej zapotrzebowanie wszyst-
kich wierzchotkéw (poza ujsciem i Zrédlem) wynosi 0, a ograniczenia na
krawedziach s tylko gérne. Jak na podstawie odpowiedniego przeptywu w
standardowej sieci uzyska¢ dopuszczalny przeptyw dla D?

Uwaga: Prosze problemu nie rozwiazywaé, tzn. nie szuka¢ dopuszczalnego
przeplywu.




