
TPI – 6
Metody algebraiczne w teorii grafów – laplasjany

Zadania na ćwiczenia

Zad.1. Korzystaja
↪
c ze spektrum macierzy przyleg lości, wyznaczonego na poprzednich ćwiczeniach dla

grafu Petersena:
(a) Wyznacz spektrum laplasjanu tego grafu.
(b) Oblicz dla tego grafu liczbe↪ wszystkich drzew rozpie↪tych.
(c) Wyznacz MAXCUT.

Zad.2. Znajdź liczbe↪ drzew rozpie↪tych w grafie K2,3:
(a) licza

↪
c minor laplasjanu.

(b) wprost, licza
↪
c wszystkie drzewa.

Zad.3. Sprawdź, czy oszacowanie na MAXCUT dla Kn daje dok ladny wynik.

Zad.4. Dobra wróżka zdradzi la nam pierwszy wiersz laplasjanu L pewnego grafu oraz 6 liniowo nieza-
leżnych wektorów w lasnych macierzy L.

(a) Wyznacz liczbe↪ drzew rozpie↪tych w rozważanym grafie.
(b) Oszacuj z góry i z do lu liczbe↪ krawe↪dzi w najwie↪kszym cie↪ciu tego grafu.

Pierwszy wiersz macierzy L :
[

3 −1 0 −1 0 −1
]

wektory w lasne:



2
−2
−1
1
−1
1


,



1
0
1
0
−2
0


,



1
1
1
1
1
1


,



−1
1
−1
1
−1
1


,



3
0
−3
0
0
0


,



−1
0
0
0
1
0


.

Zad.5. Oceń poprawność każdego z poniższych zdań. W każdym przypadku poprzyj odpowiedź, w
zależności od potrzeby, uzasadnieniem ogólnym, przyk ladem lub kontrprzyk ladem.

(a) Jedna
↪
z wartości w lasnych laplasjanu każdego 5-regularnego grafu dwudzielnego jest 10.

(b) Jeżeli v(G) = 6, e(G) = 9 i czterema z sześciu wartości w lasnych jego laplasjanu sa
↪
: 2, 2, 4 i 4,

to G ma co najwyżej 43 drzew rozpie↪tych.
(c) Jeżeli g lówna przeka

↪
tna laplasjanu wygla

↪
da tak: 7,6,7,6,8,6,6,7,7,8,8,6, to graf posiada skojarzenie

doskona le.
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Zadania domowe, przygotowuja
↪
ce do kartkówki, która odbe

↪
dzie sie

↪
dopiero 25 kwietnia!

ZOT jest nieobowia
↪
zkowy; zainteresowani oddaja

↪
na ćwiczeniach jego pisemne rozwia

↪
zanie.

A1. Czy dla zaprezentowanych grafów prawdziwe jest podane oszacowanie na MAXCUT?

(a) MAXCUT6 3 (b) MAXCUT> 4 (c) MAXCUT= 18

A2. Czy dla grafów z poprzedniego zadania prawdziwe jest podane oszacowanie na liczbe↪ drzew
rozpie↪tych? (a) τ(G) = 3 dla pierwszego grafu; (b) τ(G) 6 3 dla drugiego grafu; (c) τ(G) > 3 dla
trzeciego grafu.

A3.

(a) Wyznacz spektrum laplasjanu grafu Kn,n.
(b) Znajdź liczbe↪ wszystkich drzew rozpie↪tych grafu Kn,n. Sprawdź otrzymany wynik, licza

↪
c drzewa

kombinatorycznie dla n = 2 i n = 3.
(c) Sprawdź, czy szacowanie na MAXCUT dla grafu Kn,n daje dok ladny wynik.

A4. Demon zasta
↪
pi l niektóre liczby z podanego laplasjanu grafu G znakami zapy-

tania.
(a) Uzupe lnij laplasjan.
(b) Wyznacz liczbe↪ drzew rozpie↪tych w tym grafie, obliczaja

↪
c minor laplasjanu.

(c) Narysuj graf G.


2 ? −1 0
−1 ? 0 ?
−1 ? ? −1

? ? −1 2


A5.

(a) Jakiemu parametrowi grafu G jest równy ślad jego laplasjanu?
(b) Jakiemu parametrowi grafu G jest równa suma wartości w lasnych jego laplasjanu?
(c) Znajdź liczbe↪ drzew rozpie↪tych w grafie G o 5 wierzcho lkach i sześciu krawe↪dziach, wiedza

↪
c, że

cztery z pie↪ciu wartości w lasnych jego laplasjanu to: 0, 2, 2 i 3.

A6. Oto spektrum macierzy przyleg lości pewnego grafu 3-regularnego G: 3,1,1,1,1,1,-2,-2,-2,-2. Ile jest
wszystkich drzew rozpie↪tych w G?

A7. Oceń poprawność każdego z poniższych zdań. W każdym przypadku poprzyj odpowiedź, w za-
leżności od potrzeby, uzasadnieniem ogólnym, przyk ladem lub kontrprzyk ladem.

(a) Jeżeli na przeka
↪
tnej laplasjanu grafu G sa

↪
same pia

↪
tki, to pie↪ć jest wartościa

↪
w lasna

↪
macierzy

przyleg lości grafu G.
(b) Istnieje graf, dla którego spektrum laplasjanu wygla

↪
da tak: 5,5,3,3,0,-1,-1.

(c) Istnieje graf, dla którego spektrum laplasjanu wygla
↪
da tak: 5,5,3,3,1,1,1,1.

(d) Jeżeli w spektrum laplasjanu grafu jest wie↪cej niż jedno zero, to graf ten nie ma drzew rozpie↪tych.
(e) Jeżeli graf jest spójny, to w spektrum laplasjanu jest dok ladnie jedno zero.
(f) Jeżeli spektrum laplasjanu grafu G wygla

↪
da tak: 4,4,4,4,4,4,0,0, to e(G) 6 15.
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ZOT 3. Oto uszkodzony laplasjan pewnego grafu (niektóre liczby zasta
↪
piono znakami zapytania).

Oszacuj jak najlepiej potrafisz z góry i z do lu liczbe↪ drzew rozpie↪tych w tym grafie. Punkty otrzymaja
↪

autorzy najlepszych oszacowań, o ile oczywíscie oba ich oszacowania be↪da
↪

poprawne i przekonuja
↪
co

uzasadnione.
2 ? ? ? 0
? 3 ? ? ?
0 ? ? −1 ?
? 0 ? ? ?
? ? ? ? ?



Zadania do samodzielnego rozwia
↪
zania później

B1. Niech G be↪dzie „trójka
↪
tem z ogonkiem”, tzn. jedynym grafem o czterech wierzcho lkach z cia

↪
giem

stopni (3, 2, 2, 1). Wiadomo, że trzy z czterech wartości w lasnych laplasjanu tego grafu wynosza
↪

0, 3
i 4. Znajdź czwarta

↪
wartość w lasna

↪
i rozwia

↪
zuja

↪
c odpowiedni uk lad równań znajdź odpowiadaja

↪
cy jej

wektor w lasny.

B2. Graf G ma 6 wierzcho lków i 9 krawe↪dzi, a pie↪ć z sześciu wartości w lasnych jego laplasjanu to: 0, 2,
2, 4 i 4. Znajdź górne oszacowanie na MAXCUT w tym grafie.

B3.

(a) Jakie liczby ca lkowite na pewno sa
↪

wartościami w lasnymi laplasjanu dwudzielnego grafu 8-
regularnego?

(b) Jakie liczby ca lkowite na pewno nie sa
↪

wartościami w lasnymi laplasjanu dwudzielnego grafu
8-regularnego?

(c) G jest dwudzielnym grafem 8-regularnym o 32 wierzcho lkach. Wyznacz wartości w lasne lapla-
sjanu grafu G (wraz z krotnościami), wiedza

↪
c, że ma on 3 różne wartości w lasne.

B4. Niech G be↪dzie grafem o cia
↪
gu stopni (3, 3, 2, 2), tzn. G jest cyklem o d lugości 4 z jedna

↪
przeka

↪
tna

↪
.

(a) Znajdź, nie korzystaja
↪
c z żadnych wzorów, liczbe↪ τ(G) drzew rozpie↪tych grafu G.

(b) Znajdź τ(G), obliczaja
↪
c minor laplasjanu G.

(c) Dobra wróżka powiedzia la, że wektorami w lasnymi laplasjanu grafuG sa
↪
: (−2, 0, 1, 1), (−1, 1, 0, 0),

(0, 0,−1, 1), (1, 1, 1, 1), gdzie pierwsze dwie wspó lrze↪dne odpowiadaja
↪

wierzcho lkom o stopniu
trzy. Znajdź wszystkie wartości w lasne laplasjanu.

(d) Znajdź τ(G), korzystaja
↪
c z w lasności w lasnych znalezionych w poprzednim podpunkcie.

B5. Dane jest spektrum laplasjanu pewnego 2–regularnego grafu G: 3, 3, 3, 3, 0, 0. Narysuj graf G (i
uzasadnij, że z dok ladnościa

↪
do izomorfizmu nie ma innych).

B6. Spektrum laplasjanu pewnego 3–regularnego grafu G wygla
↪
da tak: 0, 2, 2, 2, 2, 2, 5, 5, 5, 5. Ile

cykli o d lugości 3 zawiera G?
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B7. Oto laplasjan L pewnego grafu G, o którym wiadomo, że najwie↪kszej wartości w lasnej macie-
rzy L odpowiada wektor (1, 1, 1, 1, 1, 1,−1,−1,−1,−1,−1,−1). Oszacuj z góry jak najlepiej potrafisz
MAXCUT dla tego grafu G.

3 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0
0 3 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0
0 0 3 0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0
0 0 0 5 -1 -1 0 0 0 -1 -1 -1
0 0 0 -1 5 -1 0 0 0 -1 -1 -1
0 0 0 -1 -1 5 0 0 0 -1 -1 -1

-1 -1 -1 0 0 0 3 0 0 0 0 0
-1 -1 -1 0 0 0 0 3 0 0 0 0
-1 -1 -1 0 0 0 0 0 3 0 0 0
0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 5 -1 -1
0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 -1 5 -1
0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 -1 -1 5


B8.

(a) Za lóżmy, że znamy spektrum i baze↪ wektorów w lasnych dla laplasjanu każdej sk ladowej niespójnego
grafu G. Jak wyznaczyć szybko spektrum i baze↪ wektorów w lasnych dla laplasjanu grafu G?

(b) Wyznacz spektrum i baze↪ wektorów w lasnych laplasjanu grafu z lożonego z wierzcho lkowo roz la
↪
cznych

K3 i C4 oraz z wierzcho lka izolowanego.

B9. Oceń poprawność każdego z poniższych zdań. W każdym przypadku poprzyj odpowiedź, w za-
leżności od potrzeb, uzasadnieniem ogólnym, przyk ladem lub kontrprzyk ladem. W wszystkich pod-
punktach wartości w lasne dotycza

↪
macierzy przyleg lości rozważanego grafu,

(a) Istnieje niepusty graf, dla którego wszystkie wartości w lasne laplasjanu sa
↪
takie same.

(b) Istnieje graf 3–regularny, dla którego spektrum laplasjanu wygla
↪
da tak: 5, 5, 5, 3, 3, 3, 3, 0, 0.

(c) Jeżeli najwie↪ksza wartość w lasna laplasjanu grafu jest mniejsza od 8, a w grafie istnieje cie↪cie
licza

↪
ce 100 krawe↪dzi, to graf ten ma przynajmniej 50 wierzch lków.

(d) Jeżeli laplasjan grafu G jest macierza
↪
10× 10 i ma same 5 na przeka

↪
tnej, to G jest nieplanarny.

B10. Macierz przyleg lości A pewnego 3–regularnego grafu na 10 wierzcho lkach spe lnia równanie:

A2 +A− 2I − J = 0.

Wyznacz wszystkie wartości w lasne laplasjanu L i znajdź liczbe drzew rozpie↪tych dla tego grafu.

B11. Za lóżmy, że graf G o 50 wierzcho lkach jest 7–regularny. Ponadto macierz przyleg lości A tego grafu
spe lnia równanie:

A2 = J −A+ 6I,
J oznacza macierz z lożona

↪
z samych jedynek, a I jest macierza

↪
jednostkowa

↪
. Wycia

↪
gnij jak najwie↪cej

informacji o grafie G, dotycza
↪
cych:

(a) liczby drzew rozpie↪tych,
(b) oszacowania MAXCUT z do lu i z góry.


