TPI -6
Metody algebraiczne w teorii graféw — laplasjany

Zadania na ¢wiczenia

Zad.l1. Korzystajac ze spektrum macierzy przyleglosci, wyznaczonego na poprzednich éwiczeniach dla
grafu Petersena:

(a) Wyznacz spektrum laplasjanu tego grafu.
(b) Oblicz dla tego grafu liczbe wszystkich drzew rozpietych.
(¢) Wyznacz MAXCUT.

Zad.2. Znajdz liczbe drzew rozpietych w grafie Ks 3:
(a) liczac minor laplasjanu.
(b) wprost, liczac wszystkie drzewa.
Zad.3. Sprawdz, czy oszacowanie na MAXCUT dla K,, daje doktadny wynik.

Zad.4. Dobra wrézka zdradzita nam pierwszy wiersz laplasjanu L pewnego grafu oraz 6 liniowo nieza-
leznych wektoréw wilasnych macierzy L.

(a) Wyznacz liczbe drzew rozpietych w rozwazanym grafie.
(b) Oszacuj z gbry i z dotu liczbe krawedzi w najwiekszym cieciu tego grafu.

Pierwszy wiersz macierzy L: [3 -1 0 —1 0 -1 ]

2] [1] [1] [-1] [3] [-1]
-2 0 1 1 0 0
-1 1 1 -1 -3 0
wektory wilasne: iU lol il 1l ol | o
-1 -2 1 -1 0 1
1 0 1 1 0 0 |

Zad.5. Ocen poprawnos¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w
zaleznoéci od potrzeby, uzasadnieniem ogdlnym, przykladem lub kontrprzyktadem.
(a) Jedna z wartosci wlasnych laplasjanu kazdego 5-regularnego grafu dwudzielnego jest 10.
(b) Jezeli v(G) = 6, e(G) = 9 i czterema z szesciu wartosci wlasnych jego laplasjanu sa: 2, 2, 4 1 4,
to G ma co najwyzej 43 drzew rozpietych.
(c) Jezeli gléwna przekatna laplasjanu wyglada tak: 7,6,7,6,8,6,6,7,7,8,8,6, to graf posiada skojarzenie
doskonate.
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Zadania domowe, przygotowujace do kartkéwki, ktéra odbedzie sie dopiero 25 kwietnia!

ZOT jest nieobowigzkowy; zainteresowani oddajg na éwiczeniach jego pisemmne rozwigzanie.

A1l. Czy dla zaprezentowanych graféw prawdziwe jest podane oszacowanie na MAXCUT?

(a) MAXCUT< 3 (b) MAXCUT>4 (c) MAXCUT= 18

A2. Czy dla graféw z poprzedniego zadania prawdziwe jest podane oszacowanie na liczbe drzew
rozpietych? (a) 7(G) = 3 dla pierwszego grafu; (b) 7(G) < 3 dla drugiego grafu; (¢) 7(G) > 3 dla
trzeciego grafu.

A3.

(a) Wyznacz spektrum laplasjanu grafu K, .

(b) Znajdz liczbe wszystkich drzew rozpietych grafu K, ,. Sprawdz otrzymany wynik, liczac drzewa
kombinatorycznie dlan =2 in = 3.

(c) Sprawdz, czy szacowanie na MAXCUT dla grafu K, ,, daje dokladny wynik.

A4. Demon zastapit niektére liczby z podanego laplasjanu grafu G znakami zapy- 9

: 7 -1 0
tania. -1 7?7 0 7
(a) Uzupelnij laplasjan. 1 7?2 2 _1
(b) Wyznacz liczbe drzew rozpietych w tym grafie, obliczajac minor laplasjanu. 2 92 _1 9
(¢) Narysuj graf G.
AS.

(a) Jakiemu parametrowi grafu G jest réwny $lad jego laplasjanu?

(b) Jakiemu parametrowi grafu G jest réwna suma wartosci wlasnych jego laplasjanu?

(¢) Znajdz liczbe drzew rozpietych w grafie G o 5 wierzchotkach i szesciu krawedziach, wiedzac, ze
cztery z pieciu wartosci wlasnych jego laplasjanu to: 0, 2, 211 3.

AB6. Oto spektrum macierzy przylegloéci pewnego grafu 3-regularnego G: 3,1,1,1,1,1,-2,-2,-2.-2. Ile jest
wszystkich drzew rozpietych w G?

AT. Ocen poprawno$¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w za-
leznosci od potrzeby, uzasadnieniem ogdlnym, przyktadem lub kontrprzyktadem.

(a) Jezeli na przekatnej laplasjanu grafu G sa same piatki, to pie¢ jest wartoscia wlasna macierzy
przyleglosci grafu G.

(b) Istnieje graf, dla ktérego spektrum laplasjanu wyglada tak: 5,5,3,3,0,-1,-1.

(c) Istnieje graf, dla ktérego spektrum laplasjanu wyglada tak: 5,5,3,3,1,1,1,1.

(d) Jezeli w spektrum laplasjanu grafu jest wiecej niz jedno zero, to graf ten nie ma drzew rozpietych.

(e) Jezeli graf jest spdjny, to w spektrum laplasjanu jest dokladnie jedno zero.

(f) Jezeli spektrum laplasjanu grafu G wyglada tak: 4,4,4,4,4,4,0,0, to e(G) < 15.
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ZOT 3. Oto uszkodzony laplasjan pewnego grafu (niektdre liczby zastapiono znakami zapytania).
Oszacuj jak najlepiej potrafisz z géry i z dotu liczbe drzew rozpietych w tym grafie. Punkty otrzymaja
autorzy najlepszych oszacowan, o ile oczywiscie oba ich oszacowania beda poprawne i przekonujaco
uzasadnione.

N0 O 0N

N O 0 W

NN ) e e
|

N N 0 O

Zadania do samodzielnego rozwiazania pdézniej

B1. Niech G bedzie ,trojkatem z ogonkiem”, tzn. jedynym grafem o czterech wierzchotkach z ciagiem
stopni (3,2,2,1). Wiadomo, ze trzy z czterech wartosci whasnych laplasjanu tego grafu wynosza 0, 3
i 4. Znajdz czwarta wartos¢ wlasng i rozwiagzujac odpowiedni uklad réwnan znajdz odpowiadajacy jej
wektor wlasny.

B2. Graf G ma 6 wierzchotkéw i 9 krawedzi, a pie¢ z szeSciu wartosci wtasnych jego laplasjanu to: 0, 2,
2, 41 4. Znajdz gorne oszacowanie na MAXCUT w tym grafie.

B3.

(a) Jakie liczby calkowite na pewno sa warto$ciami wltasnymi laplasjanu dwudzielnego grafu 8-
regularnego?

(b) Jakie liczby calkowite na pewno nie sa warto$ciami wlasnymi laplasjanu dwudzielnego grafu
8-regularnego?

(¢) G jest dwudzielnym grafem 8-regularnym o 32 wierzchotkach. Wyznacz wartosci wlasne lapla-
sjanu grafu G (wraz z krotnosciami), wiedzac, ze ma on 3 rézne wartosci wlasne.

B4. Niech G bedzie grafem o ciagu stopni (3, 3,2, 2), tzn. G jest cyklem o dlugoéci 4 z jedna przekatna,.

(a) Znajdz, nie korzystajac z zadnych wzoréw, liczbe 7(G) drzew rozpietych grafu G.

(b) Znajdz 7(G), obliczajac minor laplasjanu G.

(c) Dobra wrézka powiedziala, ze wektorami wlasnymi laplasjanu grafu G sa: (—2,0,1,1), (—1,1,0,0),
(0,0,—-1,1), (1,1,1,1), gdzie pierwsze dwie wspélrzedne odpowiadaja wierzchotkom o stopniu
trzy. Znajdz wszystkie wartosci wlasne laplasjanu.

(d) Znajdz 7(G), korzystajac z whasnosci wlasnych znalezionych w poprzednim podpunkcie.

B5. Dane jest spektrum laplasjanu pewnego 2-regularnego grafu G: 3,3,3,3,0,0. Narysuj graf G (i
uzasadnij, ze z dokladnoscia do izomorfizmu nie ma innych).

B6. Spektrum laplasjanu pewnego 3-regularnego grafu G wyglada tak: 0, 2, 2, 2, 2, 2, 5, 5, 5, 5. Ile
cykli o dlugosci 3 zawiera G?7
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B7. Oto laplasjan L pewnego grafu G, o ktéorym wiadomo, ze najwiekszej warto$ci wlasnej macie-
rzy L odpowiada wektor (1,1,1,1,1,1,—-1,—1,—1,—1,—1,—1). Oszacuj z gory jak najlepiej potrafisz
MAXCUT dla tego grafu G.

30 0 00 0-1-1-1 0 00
o 3 0 0 0 O-1 -1 -1 0 0 O
o o 3 0 0 O0-1-1-1 0 0 O
o o o0 5-1-1 0 0 0-1-1 -1
o o o0-1 5-1 0 0 0-1-1 -1
o o o0-1-1 5 0 0 0-1-1 -1
-1 -1 -1 0 0 0 3 0 0 0 0 O
-1 -1 -1 0 0 0 0 3 0 0 0 O
-1 -1 -1 0 0 0 0 0 3 0 0 O
o 0 0-1-1-1 0 0 0 5 -1 -1
o o0 0-1-1-1 0 0 0-1 5 -1
| 006 0-1-1-1 0 0 0-1-1 5]

BS.

(a) Zalézmy, ze znamy spektrum i baze wektoréw wlasnych dla laplasjanu kazdej sktadowej niesp6jnego
grafu G. Jak wyznaczy¢ szybko spektrum i baze wektoréw wlasnych dla laplasjanu grafu G?7

(b) Wyznacz spektrum i baze wektoréw wlasnych laplasjanu grafu zlozonego z wierzchotkowo rozltacznych
K3 i C4 oraz z wierzchotka izolowanego.

B9. Ocen poprawnos¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w za-
leznosci od potrzeb, uzasadnieniem ogdlnym, przykladem lub kontrprzyktadem. W wszystkich pod-
punktach wartosci wlasne dotycza macierzy przyleglosci rozwazanego grafu,

(a) Istnieje niepusty graf, dla ktérego wszystkie wartosci wlasne laplasjanu sa takie same.

(b) Istnieje graf 3-regularny, dla ktérego spektrum laplasjanu wyglada tak: 5,5,5,3,3,3,3,0,0.

(c) Jezeli najwieksza warto$é wlasna laplasjanu grafu jest mniejsza od 8, a w grafie istnieje ciecie

liczace 100 krawedzi, to graf ten ma przynajmniej 50 wierzchtkéw.
(d) Jezeli laplasjan grafu G jest macierza 10 x 10 i ma same 5 na przekatnej, to G jest nieplanarny.

B10. Macierz przylegtosci A pewnego 3-regularnego grafu na 10 wierzchotkach spelnia réwnanie:
A2+ A-2—-J=0.
Wyznacz wszystkie wartoéci wtasne laplasjanu L i znajdz liczbe drzew rozpietych dla tego grafu.
B11. Zalézmy, ze graf G o 50 wierzchotkach jest 7-regularny. Ponadto macierz przylegtoéci A tego grafu
spelnia rownanie:
A2 =J - A+6I,

J oznacza macierz ztozona z samych jedynek, a I jest macierza jednostkowa. Wyciagnij jak najwiecej
informacji o grafie G, dotyczacych:

(a) liczby drzew rozpietych,

(b) oszacowania MAXCUT z dotu i z gory.



