TPI -5
Metody algebraiczne w teorii graféw — c.d.

Zadania domowe, przygotowujace do kartkéwki

We wszystkich zadaniach A oznacza macierz przyleglosci rozwazanego w zadaniu grafu. Przez przekatna
macierzy rozumiemy jej glowna przekatna.
A1l. Dla grafu Ks:

(a) Wyznacz A%, A3 i A*. Na tej podstawie oblicz $lady macierzy A2, A3 i A%

(b) Korzystajac ze spektrum (czyli ciagu wszystkich wartosci wlasnych, z uwzglednieniem ich krotnosci)

wyznaczonego dla K3 w zadaniu domowym z poprzedniej listy, sprawdz dla k = 2,3,4, ze
rzeczywiscie Tr(Ak) (wyznaczone w poprzednim podpunkcie) jest suma k—tych poteg wartosci
wlasnych.

A2. Uzasadnij, ze nie istnieja grafy, dla ktérych spektrum macierzy przyleglosci jest nastepujace:
(a) 2,2,1,1,-3,-3,-3; (b) v/20,4,2,0,-3,—-3,—v20; (c) 2,2,0,0,—4.

A3. Dla Sciezki o 3 wierzchotkach:

(a) Wyznacz wszystkie wartosci wlasne jej macierzy przyleglosci, ani nie rozwiazujac réwnania
AZ = AZ, ani nie korzystajac z wielomianu charakterystycznego. Prosze wykorzystaé¢ wiasnosci
wartosci wlasnych podane na wykladzie oraz fakt, ze $ciezka jest grafem dwudzielnym.

(b) Wyznacz baze ortogonalna wektoréw wlasnych dla A.

A4. Wyznacz baze ortonormalng dla macierzy przyleglosci tréjkata (czyli Ks).
3
1

A5. Wyznacz baze ortonormalna dla macierzy B = [ % 0 ] (To nie szkodzi, ze B nie jest macierza

przyleglosci.)
2 -1

AG6. Sprébuj znalezé baze skladajaca sie z wektoréw wlasnych macierzy B = 1 0

] i skomentuj

swoje wysitki majac w pamieci Twierdzenie 5 podane w wypisach z wykladu.

A7. Ocen poprawnos¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w
zaleznosci od potrzeby, uzasadnieniem ogélnym, przykladem lub kontrprzyktadem.

(a) Istnieje graf na 3 wierzchotkach, ktérego macierz przyleglosci ma spektrum: —2,0, 2.

(b) W spektrum dwudzielnego grafu 4-regularnego wystepuje liczba 4.

(¢c) W spektrum dwudzielnego grafu 5-regularnego wystepuje liczba —5.

(d) Istnieje graf dwudzielny, ktérego macierz przyleglosci ma spektrum:

—2,-2,-2 -1,-1,-1,-1,0,1,1,2,2,2,2.

(e) Istnieje graf, dla ktérego wszystkie wartodci wlasne sa takie same.
(f) Istnieje graf, ktérego najmniejsza wartos¢ wtasna jest dodatnia.
(g) Istnieje graf 3-regularny, ktérego spektrum wyglada tak: 2,2,2,0,0,...,0,0,—3,—3.

AB8. Zalézmy, ze I,J sa macierzami 4 x 4, przy czym J sklada sie z samych jedynek, I jest macierza
jednostkowa,.

(a) Dla jakiego grafu macierz B = J — I jest macierza przyleglosci?

(b) Wyznacz B1 dla wektora 1 ztozonego z samych jedynek.

Z3
X4

)
)
(c) Wyznacz Jz dla wektora = = [xQI .
(d) Zalézmy, ze T jest prostopadly do wektora 1 zlozonego z samych jedynek (to znaczy iloczyn

0

0
skalarny tych dwéch wektoréw wynosi 0). Uzasadnij, ze Jz = [0] .
0
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Zadania na éwiczenia

Zad.l. (rozgrzewka przed kolejnymi zadaniami)
Zatézmy, ze I, J sa macierzami n x n (n > 1), przy czym J sktada sie z samych jedynek, I jest macierza
jednostkowa. Niech B =J — I.

(a) Czy macierz B jest macierza przyleglosci jakiego$ grafu?

(b) Wyznacz B1 dla wektora 1 ztozonego z samych jedynek.

(¢) Wyznacz JZ dla wektora T o wspdlrzednych x1, ..., x,.

(d) Zalézmy, ze T jest prostopadly do wektora 1 ztozonego z samych jedynek. Wyznacz Jz.

Zad.2. Dla n > 2, korzystajac z rOwnania macierzowego, jakie spelia macierz przyleglosci grafu K,
wyznacz spektrum macierzy A.

Zad.3. Dla n,m > 2, znajdz réwnanie macierzowe, jakie spelnia macierz przyleglodci grafu K, ,, i
wyznacz spektrum macierzy A.

Zad.4. Macierz przyleglosci A pewnego 7-regularnego grafu G o 50 wierzchotkach spelnia réwnanie:
A2 =J— A+6l,

gdzie J oznacza macierz ztozona z samych jedynek, a I jest macierza jednostkowa. Wyciagnij jak
najwiecej informacji o grafie G, dotyczacych:

(a) dwudzielnoscei,

(b) planarnosci,

(c) liczby cykli dlugosci trzy, jakie G takie zawiera,

(d) liczby cykli dugosci pieé, jesli G takie zawiera.

Zad.5. Zauwaz, ze graf Petersena nie zawiera tréjkatow, a oprocz tego kazda para wierzchotkow jest
albo polaczona krawedzia, albo polaczona dokladnie jedng $ciezka o dlugosci dwa. Korzystajac z tych
wlasnoéci znajdz odpowiednie réwnanie na A i wyznacz spektrum tego grafu.

Ciekawostka: Jesli graf k-regularny ma powyzsza wilasnosé, to k musi przyjmowac jedna z czterech
wartosci 2, 3, 7 i 57. Jedyna znana metoda dowodu tego faktu to rozwiazanie odpowiedniego rownania
na wartosci wlasne macierzy przyleglosci i pokazanie, ze dla innych wartosci k spektrum takiego grafu
nie istnieje (zachecamy, zeby sprébowaé to zrobi¢ samodzielnie). Wiemy, ze istnieja takie grafy dla
k =2 (cykl Cs), k = 3 (graf Petersena) i k = 5 (tzw. graf Hoffmana-Singletona na 50 wierzcholkach,
ktory badalismy w poprzednim zadaniu). Do dzisiaj nie wiemy czy istnieje taki graf dla k = 57 (jesli
tak, to ma on 57% + 1 = 3250 wierzchotkéw).

Zadania do samodzielnego rozwiazania pdzniej

B1. Dlaczego jesli spektrum macierzy przylegtosci grafu G jest symetryczne, to G jest dwudzielny?
Zainteresowanych zyciem graféw zachecamy do ambitniejszego zadania: uzadnienia, ze prawdziwa jest
réwniez zalezno$¢ w druga strone (co wiemy z wyktadu).

B2. Na podstawie wyznaczonej w zadaniu z poprzedniej listy macierzy A* dla grafu K,, i na podstawie
wyznaczonego na ¢wiczeniach spektrum grafu K, sprawdz, ze rzeczywiscie Tr(A%) =30 | AL
B3. Macierz przylegloéci A grafu H o 12 wierzcholkach spelnia réwnanie: A? = 4A + 5I. Wyznacz
spektrum grafu H.
B4. Macierz przylegtoéci A pewnego 10-regularnego grafu na 20 wierzchotkach spelia réwnanie

A? =10J — 10A.
Wyciagnij jak najwiecej wnioskéw o spektrum macierzy A. Przypominamy, ze J oznacza macierz, ktérej
wszystkie wyrazy sa jedynkami.
B5. Oceni poprawnos¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w
zaleznosci od potrzeb, uzasadnieniem ogdélnym, przykltadem lub kontrprzyktadem. W wszystkich pod-
punktach wartosci wlasne dotycza macierzy przylegtosci rozwazanego grafu,

(a) Jezeli graf 4-regularnego jest niespdjny, to w spektrum grafu warto$é¢ wlasna 4 ma krotnosé
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(b) Jezeli graf 4-regularny ma 3 sktadowe, to w jego spektrum wartos¢ wlasna 4 ma krotnos$é co
najmniej 3.

(c) Jezeli w spektrum grafu G najwieksza wartos¢ wlasna ma krotnosé 1, to graf G jest niespdjny.

(d) Jezeli dla grafu G na 10 wierzcholkach wszystkie wyrazy na przekatnej macierzy A% wynosza 4,
to G jest spdjny.

(e) Jezeli dla grafu G zachodzi A? = A + 21, to G posiada cykl nieparzysty.

B6. Znajdz wartosci wlasne i ortonormalny system wektorow wilasnych dla macierzy przyleglosci grafu
K5. Korzystajac z tej bazy, wyznacz AF dla dowolnego k > 1.

B7. Korzystajac z wyznaczonej w zadaniu domowym bazy ortogonalnej macierzy przyleglosci grafu K,
wyznacz A23,

B8. Wyznacz wartosci wlasne i ortonormalny system wektoréw wilasnych dla grafu G na pieciu wierz-
chotkach, ktéry ma dwie skladowe: jedna izomorficzna z K3 i druga izomorficzna z Ko. Korzystajac z
tej bazy, wyznacz A0

B9. Znajdz liczbe wszystkich spacerow o dlugosci 100 w Sciezce o trzech wierzchotkach, ktére zaczynaja
sie w jednym koricu $ciezki i koricza w drugim koncu Sciezki

(a) kombinatorycznie

(b) uzywajac ortonormalnej lub ortonormalnej bazy wektoréw wiasnych i wlasnosci, ze A = CAC~!,

B10. Zalézmy, ze spektrum macierzy przyleglosci grafu H sklada sie z nastepujacych 50 wartosci
wiasnych:

e jednokrotna wartosc¢ 7,
e 28-krotna wartos¢ 2,
e 21-krotna warto$¢ —3.
Wyciagnij jak najwiecej informacji o grafie H, dotyczacych:
(a) dwudzielnoscei,
(b) planarnosci,
(c) liczby cykli dlugosci trzy, jakie H zawiera.
(d) liczby cykli nieparzystych, jakie H zawiera.



