
TPI – 5
Metody algebraiczne w teorii grafów – c.d.

Zadania domowe, przygotowuja
↪
ce do kartkówki

We wszystkich zadaniach A oznacza macierz przyleg lości rozważanego w zadaniu grafu. Przez przeka
↪
tna

↪

macierzy rozumiemy jej g lówna
↪
przeka

↪
tna

↪
.

A1. Dla grafu K3:

(a) Wyznacz A2, A3 i A4. Na tej podstawie oblicz ślady macierzy A2, A3 i A4.
(b) Korzystaja

↪
c ze spektrum (czyli cia

↪
gu wszystkich wartości w lasnych, z uwzgle↪dnieniem ich krotności)

wyznaczonego dla K3 w zadaniu domowym z poprzedniej listy, sprawdź dla k = 2, 3, 4, że
rzeczywíscie Tr(Ak) (wyznaczone w poprzednim podpunkcie) jest suma

↪
k–tych pote↪g wartości

w lasnych.

A2. Uzasadnij, że nie istnieja
↪
grafy, dla których spektrum macierzy przyleg lości jest naste↪puja

↪
ce:

(a) 2, 2, 1, 1,−3,−3,−3; (b)
√

20, 4, 2, 0,−3,−3,−
√

20; (c) 2, 2, 0, 0,−4.

A3. Dla ścieżki o 3 wierzcho lkach:

(a) Wyznacz wszystkie wartości w lasne jej macierzy przyleg lości, ani nie rozwia
↪
zuja

↪
c równania

Ax̄ = λx̄, ani nie korzystaja
↪
c z wielomianu charakterystycznego. Prosze↪ wykorzystać w lasności

wartości w lasnych podane na wyk ladzie oraz fakt, że ścieżka jest grafem dwudzielnym.
(b) Wyznacz baze↪ ortogonalna

↪
wektorów w lasnych dla A.

A4. Wyznacz baze↪ ortonormalna
↪
dla macierzy przyleg lości trójka

↪
ta (czyli K3).

A5. Wyznacz baze↪ ortonormalna
↪

dla macierzy B =

[
3
2 1
1 0

]
. (To nie szkodzi, że B nie jest macierza

↪

przyleg lości.)

A6. Spróbuj znaleźć baze↪ sk ladaja
↪
ca

↪
sie↪ z wektorów w lasnych macierzy B =

[
2 −1
1 0

]
i skomentuj

swoje wysi lki maja
↪
c w pamie↪ci Twierdzenie 5 podane w wypisach z wyk ladu.

A7. Oceń poprawność każdego z poniższych zdań. W każdym przypadku poprzyj odpowiedź, w
zależności od potrzeby, uzasadnieniem ogólnym, przyk ladem lub kontrprzyk ladem.

(a) Istnieje graf na 3 wierzcho lkach, którego macierz przyleg lości ma spektrum: −2, 0, 2.
(b) W spektrum dwudzielnego grafu 4-regularnego wyste↪puje liczba 4.
(c) W spektrum dwudzielnego grafu 5-regularnego wyste↪puje liczba −5.
(d) Istnieje graf dwudzielny, którego macierz przyleg lości ma spektrum:

−2,−2,−2,−1,−1,−1,−1, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 2.
(e) Istnieje graf, dla którego wszystkie wartości w lasne sa

↪
takie same.

(f) Istnieje graf, którego najmniejsza wartość w lasna jest dodatnia.
(g) Istnieje graf 3–regularny, którego spektrum wygla

↪
da tak: 2, 2, 2, 0, 0, . . . , 0, 0,−3,−3.

A8. Za lóżmy, że I, J sa
↪

macierzami 4 × 4, przy czym J sk lada sie↪ z samych jedynek, I jest macierza
↪

jednostkowa
↪
.

(a) Dla jakiego grafu macierz B = J − I jest macierza
↪
przyleg lości?

(b) Wyznacz B1̄ dla wektora 1̄ z lożonego z samych jedynek.

(c) Wyznacz Jx̄ dla wektora x̄ =

[x1

x2

x3

x4

]
.

(d) Za lóżmy, że x̄ jest prostopad ly do wektora 1̄ z lożonego z samych jedynek (to znaczy iloczyn

skalarny tych dwóch wektorów wynosi 0). Uzasadnij, że Jx̄ =

[0
0
0

0

]
.

1



2

TPI – 5
Metody algebraiczne w teorii grafów – c.d.

Zadania na ćwiczenia

Zad.1. (rozgrzewka przed kolejnymi zadaniami)
Za lóżmy, że I, J sa

↪
macierzami n×n (n > 1), przy czym J sk lada sie↪ z samych jedynek, I jest macierza

↪

jednostkowa
↪
. Niech B = J − I.

(a) Czy macierz B jest macierza
↪
przyleg lości jakiegoś grafu?

(b) Wyznacz B1̄ dla wektora 1̄ z lożonego z samych jedynek.
(c) Wyznacz Jx̄ dla wektora x̄ o wspólrze↪dnych x1, . . . , xn.
(d) Za lóżmy, że x̄ jest prostopad ly do wektora 1̄ z lożonego z samych jedynek. Wyznacz Jx̄.

Zad.2. Dla n > 2, korzystaja
↪
c z równania macierzowego, jakie spe lnia macierz przyleg lości grafu Kn,

wyznacz spektrum macierzy A.

Zad.3. Dla n,m > 2, znajdź równanie macierzowe, jakie spe lnia macierz przyleg lości grafu Kn,m i
wyznacz spektrum macierzy A.

Zad.4. Macierz przyleg lości A pewnego 7-regularnego grafu G o 50 wierzcho lkach spe lnia równanie:

A2 = J −A+ 6I,

gdzie J oznacza macierz z lożona
↪

z samych jedynek, a I jest macierza
↪

jednostkowa
↪
. Wycia

↪
gnij jak

najwie↪cej informacji o grafie G, dotycza
↪
cych:

(a) dwudzielności,
(b) planarności,
(c) liczby cykli d lugości trzy, jakie G takie zawiera,
(d) liczby cykli dugości pie↪ć, jeśli G takie zawiera.

Zad.5. Zauważ, że graf Petersena nie zawiera trójka
↪
tów, a oprócz tego każda para wierzcho lków jest

albo po la
↪
czona krawe↪dzia

↪
, albo po la

↪
czona dok ladnie jedna

↪
ścieżka

↪
o d lugości dwa. Korzystaja

↪
c z tych

w lasności znajdź odpowiednie równanie na A i wyznacz spektrum tego grafu.
Ciekawostka: Jeśli graf k-regularny ma powyższa

↪
w lasność, to k musi przyjmować jedna

↪
z czterech

wartości 2, 3, 7 i 57. Jedyna znana metoda dowodu tego faktu to rozwia
↪
zanie odpowiedniego równania

na wartości w lasne macierzy przyleg lości i pokazanie, że dla innych wartości k spektrum takiego grafu
nie istnieje (zache↪camy, żeby spróbować to zrobić samodzielnie). Wiemy, że istnieja

↪
takie grafy dla

k = 2 (cykl C5), k = 3 (graf Petersena) i k = 5 (tzw. graf Hoffmana-Singletona na 50 wierzcho lkach,
który badalísmy w poprzednim zadaniu). Do dzisiaj nie wiemy czy istnieje taki graf dla k = 57 (jeśli
tak, to ma on 572 + 1 = 3250 wierzcho lków).

Zadania do samodzielnego rozwia
↪
zania później

B1. Dlaczego jeśli spektrum macierzy przyleg lości grafu G jest symetryczne, to G jest dwudzielny?
Zainteresowanych życiem grafów zache↪camy do ambitniejszego zadania: uzadnienia, że prawdziwa jest
również zależność w druga

↪
strone↪ (co wiemy z wyk ladu).

B2. Na podstawie wyznaczonej w zadaniu z poprzedniej listy macierzy A4 dla grafu Kn i na podstawie
wyznaczonego na ćwiczeniach spektrum grafu Kn sprawdź, że rzeczywíscie Tr(A4) =

∑n
i=1 λ

4.

B3. Macierz przyleg lości A grafu H o 12 wierzcho lkach spe lnia równanie: A2 = 4A + 5I. Wyznacz
spektrum grafu H.

B4. Macierz przyleg lości A pewnego 10-regularnego grafu na 20 wierzcho lkach spe lnia równanie

A2 = 10J − 10A.

Wycia
↪
gnij jak najwie↪cej wniosków o spektrum macierzy A. Przypominamy, że J oznacza macierz, której

wszystkie wyrazy sa
↪
jedynkami.

B5. Oceń poprawność każdego z poniższych zdań. W każdym przypadku poprzyj odpowiedź, w
zależności od potrzeb, uzasadnieniem ogólnym, przyk ladem lub kontrprzyk ladem. W wszystkich pod-
punktach wartości w lasne dotycza

↪
macierzy przyleg lości rozważanego grafu,

(a) Jeżeli graf 4-regularnego jest niespójny, to w spektrum grafu wartość w lasna 4 ma krotność
przynajmniej 2.
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(b) Jeżeli graf 4–regularny ma 3 sk ladowe, to w jego spektrum wartość w lasna 4 ma krotność co
najmniej 3.

(c) Jeżeli w spektrum grafu G najwie↪ksza wartość w lasna ma krotność 1, to graf G jest niespójny.
(d) Jeżeli dla grafu G na 10 wierzcho lkach wszystkie wyrazy na przeka

↪
tnej macierzy A2 wynosza

↪
4,

to G jest spójny.
(e) Jeżeli dla grafu G zachodzi A2 = A+ 2I, to G posiada cykl nieparzysty.

B6. Znajdź wartości w lasne i ortonormalny system wektorów w lasnych dla macierzy przyleg lości grafu
K2. Korzystaja

↪
c z tej bazy, wyznacz Ak dla dowolnego k > 1.

B7. Korzystaja
↪
c z wyznaczonej w zadaniu domowym bazy ortogonalnej macierzy przyleg lości grafu K3,

wyznacz A123.

B8. Wyznacz wartości w lasne i ortonormalny system wektorów w lasnych dla grafu G na pie↪ciu wierz-
cho lkach, który ma dwie sk ladowe: jedna

↪
izomorficzna

↪
z K3 i druga

↪
izomorficzna

↪
z K2. Korzystaja

↪
c z

tej bazy, wyznacz A100.

B9. Znajdź liczbe↪ wszystkich spacerów o d lugości 100 w ścieżce o trzech wierzcho lkach, które zaczynaja
↪

sie↪ w jednym końcu ścieżki i kończa
↪
w drugim końcu ścieżki

(a) kombinatorycznie
(b) używaja

↪
c ortonormalnej lub ortonormalnej bazy wektorów w lasnych i w lasności, że A = CΛC−1.

B10. Za lóżmy, że spektrum macierzy przyleg lości grafu H sk lada sie↪ z naste↪puja
↪
cych 50 wartości

w lasnych:

• jednokrotna wartość 7,
• 28–krotna wartość 2,
• 21–krotna wartość −3.

Wycia
↪
gnij jak najwie↪cej informacji o grafie H, dotycza

↪
cych:

(a) dwudzielności,
(b) planarności,
(c) liczby cykli d lugości trzy, jakie H zawiera.
(d) liczby cykli nieparzystych, jakie H zawiera.


