TPI - 3
Skojarzenia

Zadania domowe, przygotowujace do kartkowki
ZOT jest nieobowigzkowy; zainteresowani oddajqg na cwiczeniach jego pisemne rozwigzanie.

A1l. Kompletujemy zatoge lotu w kosmos. W zatodze musi by¢: pilot, nawigator, mechanik, lekarz, psycholog.
Kazdy cztonek zatogi musi mieé¢ przydzielona tylko jedna funkcje, kazda funkcja musi byé pelniona przez
tylko jedna osobe. Kandydatami sg: Krzysztof, Olga, Piotr, Marek, Adrianna, Jola. Oto lista ludzi, ktérzy
nadaja sie do poszczegdlnych zadan:

pilot: Krzysztof, Olga, Marek

nawigator: Krzysztof, Marek, Jola

mechanik: Krzysztof, Marek, Jola

lekarz: Olga, Piotr, Adrianna, Jola

psycholog: Krzysztof, Marek

Skompletuj zaloge. Nie wszyscy muszg lecie¢ w kosmos. Précz rozwiazania podaj interpretacje grafowa tego
problemu.

A2. 7Znajdz najwieksze skojarzenie w podanych grafach. Nie zapomnij uzasadnié, ze wieksze by¢ nie moze.

(a): ﬂ (b)@ (c) ,\i.

A3. Czy ponizsze grafy:
e posiadajag skojarzenie nasycajace lewy zbior dwupodziatu? Jesli tak, to je narysuj.
e spelniajg warunek Halla z punktu widzenia lewego zbioru dwupodziatu? Jezeli tak, to uzasdnij; jezeli
nie — zaznacz podzbiér, dla ktérego nie jest spetlniony warunek Halla.
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A4. Czy ponizszy graf zawiera skojarzenie doskonate? Jesli tak, to zaznacz
jego krawedzie na rysunku; jesli nie, zaznacz podzbiér wierzchotkéw, ktory
pokazuje, ze takie skojarzenie nie istnieje (i nie zapomnij o komentarzu).

AS5.

(a) Narysuj przykladowy graf o 10 wierzchotkach i minimalnym stopniu dwa, ktéry nie zawiera skoja-
rzenia doskonalego.

(b) Na rysunku zaznacz podzbiér S zbioru wierzchotkéw, dla ktérego nie jest spelniony warunek Tutte’a
i uzasadnij poprawnos¢ wyboru.

A6. W pewnej grupie 7 pan i 7 panéw kazda pani zna przynajmniej 3 panéw, a kazdy pan zna przy-
najmniej 3 panie. Czy w takim ,grafie znajomosci” zawsze znajdziemy skojarzenie doskonate? Jesli tak —
uzasadnij dlaczego, jesli nie — narysuj kontrprzyktad i uzasadnij jego poprawnosc.

A7. Podana plansze chcemy pokry¢ kostkami domina
1x 2 tak, by kazde pole bylo przykryte, a kostki nie na-
chodzity na siebie i nie wystawaly poza plansze. Podaj
interpretacje grafowa tego problemu. Nie rozwigzuj go.

AS8. Ocen poprawnoéé¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w zaleznosci
od potrzeby, uzasadnieniem ogdlnym, przykiadem lub kontrprzyktadem.
(a) Istnieje graf, ktéry jest grafem Eulera i grafem Hamiltona, ale nie ma skojarzenia doskonalego.

(b) Istnieje graf, ktéry jest grafem Eulera i ma skojarzenie doskonale, a nie jest grafem Hamiltona.
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) Istnieje graf, ktéry jest dwudzielny, hamiltonowski, 4-regularny, ale nie ma skojarzenia doskonalego.
) Cykl na 10 wierzchotkach ma skojarzenie doskonale.

) Graf hamiltonowski na 10 wierzcholkach ma skojarzenie doskonale.

) Istnieje graf hamiltonowski o parzystej liczbie wierzchotkéw, ktéry nie ma skojarzenia doskonalego.

ZOT 1. W tancu ludowym tancerze stoja w dwoch rzedach: w jednym rzedzie 10 dziewczat, w drugim
— 10 chlopcéw. Kazdy z tancerzy podaje lewa reke osobie stojacej naprzeciw, lub sasiadowi z lewej strony,
lub osobie stojacej naprzeciw sasiada zlewej strony. Analogiczna reguta dotyczy prawej reki. Wyznacz liczbe
mozliwych uktadow rak.

Przyklad: Gdyby w zadaniu byta mowa o dwdch parach (dwie dziewczeta i dwoch chlopeéw), to rozwiazaniem bylyby

dwa uklady:
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Skojarzenia

Zadania na éwiczenia

Zad.1. Niech k£ > 1 bedzie liczba naturalna. O znajomosciach w pewnej grupie pan i panéw mamy ponizsze
dane. Ocen w kazdym przypadku, czy w grafie znajomosci zawsze znajdziemy skojarzenie nasycajace zbior
pan.

(a) Kazda pani zna doktadnie k panéw, a kazdy pan zna dokladnie k pan.

(b) Kazda pani zna przynajmniej k panéw, a kazdy pan zna przynajmniej k pan.

(¢) Kazda pani zna przynajmniej k panéw, a kazdy pan zna co najwyzej k par.

Zad.2. Rozwiaz problem z zadania domowego AT7.
Zad.3. Czy istnieje graf o ciagu stopni wierzchotkéw (6,6,5,5,4,4,4,4), ktéry nie ma skojarzenia doskonalego?

Zad.4. Dana jest macierz zero-jedynkowa n x m, taka ze kazdy wiersz i kazda kolumna zawiera doktadnie
k jedynek (k > 1). Uzasadnij, ze mozna wybra¢ w tej macierzy n jedynek tak, by kazda kolumna i kazdy
wiersz zawieraly tylko jedna z wybranych jedynek.

Zad.5. Zalézmy, ze z grafu G usunieto trzy wierzchotki wraz z incydentnymi do nich krawedziami i w wyniku
tej operacji powstal graf sktadajacy sie z pieciu wierzchotkowo roztacznych tréjkatéw. Czy moglo sie zdarzy¢,
ze (G zawieral skojarzenie doskonale? Jezeli tak, to podaj przyklad i uzasadnij jego poprawnos¢; jezeli nie —
uzasadnij dlaczego.

Zad.6. Dla kazdego k > 2 podaj przyklad grafu k-regularnego, ktéry nie ma skojarzenia doskonalego.
Zad.7. Czy dla kazdego k > 1 k-kostka ma skojarzenie doskonate?

Zadania do samodzielnego rozwiazania pdézniej

B1. Czy podany graf zawiera skojarzenie doskonale? Jesli tak, to zaznacz
jego krawedzie na rysunku, jesli nie, zaznacz podzbior wierzchotkéow, ktory
pokazuje, ze takie skojarzenie nie istnieje.

B2. Ocent poprawnosé¢ ponizszych zdan. Jezeli zdanie jest poprawne, to je udowodnij; jezeli nie — podaj
kontrprzyktad i uzasadnij poprawnos$é¢ kontrprzykiadu.
(a) Jezeli dwudzielny graf G ma dwupodzial (X,Y"), minimalny stopien 2 i | X| = |Y| =5, to G zawiera
skojarzenie doskonale.
(b) Jezeli graf o 14 wierzchotkach jest 2-regularny, to zawiera skojarzenie doskonale.

B3. Narysuj przyktadowy graf
(a) G o 8 wierzcholkach i dwupodziale (X,Y), ktéry jest spéjny, w ktérym | X| = |Y| = 4 i G nie zawiera
skojarzenia nasycajacego wszystkie wierzcholki ze zbioru X. Na rysunku zaznacz podzbiér zbioru X,
dla ktérego nie jest spelniony warunek Halla.
(b) o 8 wierzchotkach i minimalnym stopniu trzy, ktéry nie zawiera skojarzenia doskonalego. Na rysunku
zaznacz podzbidr wierzchotkow S, dla ktérego nie jest spelniony warunek Tutte’a.
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(¢) 3-regularny, ktéry nie posiada skojarzenia doskonatego. Wskaz podzbiér wierzchotkéw tego grafu, dla
ktérego nie jest spelniony warunek Tutte’a.

B4. Dany jest graf dwudzielny G o dwupodziale X UY, w ktérym wierzcholki z X i z Y maja stopnie
odpowiednio:

(a) (6,5,3,2,2,1)1 (5,5,3,2,2,1,1).

(b) (6,5,4,3,2,1) i (5,5,4,3,2,1,1).

(c) (3,3,3,3,3) 1 (4,4,3,2,1,1).
Czy G musi zawiera¢ skojarzenie nasycajace wszystkie wierzchotki z X7

B5. Kazdemu z niepustej grupy K krasnoludéw chcemy przydzieli¢ doktadnie jedna prace do wykonania,
z niepustego zbioru prac P, ale musi to by¢ praca, ktérg krasnolud umie wykonaé. Ponadto nie mozemy
przydzieli¢ tej samej pracy kilku krasnoludom. Zinterpretuj problem w jezyku graféw. Nastepnie ocen, czy
zawsze istnieje opisany przydzial prac, gdy jedyne zalozenia dodatkowe sa takie:
(a) |P| = |K]|, kazdy krasnolud potrafi wykonaé co najwyzej 3 prace, a kazda praca nadaje sie dla co
najwyzej 3 krasnoludéw.
(b) |P| = |K]|, kazdy krasnolud potrafi wykonaé¢ co najmniej 3 prace, a kazda praca nadaje sie dla co
najmniej 3 krasnoludow.
(¢) |P| = |K|, kazdy krasnolud potrafi dokladnie 3 prace, a kazda praca nadaje si¢ dla doktadnie 3
krasnoludéw.
(d) |P| > |K]|, kazdy krasnolud potrafi wykonaé¢ co najwyzej 3 prace, a kazda praca nadaje sie dla co
najmniej 3 krasnoludéw.
(e) |P| > |K]|, kazdy krasnolud potrafi wykonaé przynajmniej 3 prace, a kazda praca nadaje sie dla co
najwyzej 3 krasnoludéw.
(f) |P| > | K], kazdy krasnolud potrafi wykona¢ dokladnie 3 prace, a kazda praca nadaje si¢ dla dokladnie
3 krasnoludéw.

B6. W pewnym miescie dziala 15 organizacji zrzeszajacych mieszkancéw, a kazda liczy przynajmniej 6
cztonkéw. Wiadomo, ze kazdy mieszkaniec miasta jest zapisany do nie wiecej niz 6 organizacji.

(a) Wykaz, ze mozna wybraé szeféw tych organizacji tak, aby kazda organizacja miala innego szefa.

(b) Zinterpretuj problem w jezyku graféw.

B7. Udowodnij, ze binarna macierz wymiaru n x n zawiera n jedynek, z ktérych zadne dwie nie leza w tym
samym wierszu ani w tej samej kolumnie wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podmacierzy M wymiaru
kEx(n—k+1),dlak=1,...,n, wktérej sa same zera. Kolumny i wiersze podmacierzy M nie musza by¢
kolejnymi kolumnami/wierszami macierzy wyjScowej. Zinterpretuj problem grafowo.

B8. Zalézmy, ze w macierzy binarnej n x n w kazdym rzedzie i wierszu jest po k jedynek (1 < k < n). Czy
wynika z tego, ze mozna pokolorowaé jedynki k kolorami tak, aby zadne dwie jedynki tego samego koloru
nie znajdowaly sie w tym samym rzedzie ani w tej samej kolumnie?

B9. Wybrano dowolnie 16 pdl szachownicy, ale tak, by kazda linia zawierala 2 z nich. Wykaz, ze na wybranych
polach mozna ustawi¢ 16 pionkéw, przy czym mamy do wybory pionki biale i czarne, tak by kazda linia
zawierata pionki obu kolorow. Przez linie rozumiemy kolumny i wiersze. Zinterpretuj problem grafowo.

B10. Czy w podanym grafie istnieje skojarzenie doskonate? Jesli
nie — uzasadnij, jesli tak — narysuj je.

B11. Niech G bedzie grafem dwudzielnym o dwupodziale (X,Y), gdzie |X| = |Y|. Przypuscmy, ze dla
pewnego podzbioru W zbioru X mamy |N(W)| < |[W|, tzn. graf G nie spelnia warunku Halla, a zatem nie
ma skojarzenia doskonalego. Znajdz w G zbiér S, ktéry nie spelnia warunku Tutte’a.

B12. Podana plansze chcemy pokry¢ kostkami domina 1 x 2 tak,
by kazde pole bylo przykryte, a kostki nie nachodzily na sie- |
bie i nie wystawaly poza plansze. Zinterpretuj problem grafowo i
rozwiaz.




