TPI - 2
minory, planarnosé, liczba chromatyczna

Zadania domowe, przygotowujace do kartkowki

A1. Chcemy wystaé duza partie towaréw, pakujac je w paczki. Wprawdzie do jednej paczki zmiescityby sie
wszystkie towary, ale ze wzgledéw bezpieczenstwa nie kazdy moze podrézowaé z kazdym w jednej paczce.
Wiemy, jakie towary mozemy zapakowaé razem, a jakie nie. Naszym celem jest wyznaczy¢ ile najmniej paczek
potrzeba do transportu. Zinterpertuj problem w jezyku graféw. Jaki parametr grafowy nas interesuje?

A2. Narysuj przyktad mapy, ktorej nie mozna w sposéb wlasciwy pomalowaé, majac do dyspozycji 3 kolory.
A3. Wyznacz liczbe chromatycznag obu graféw z podpunktu (2), z konca listy nr 0 (Rozgrzewka grafowa).
A4. W podanych grafach zaznacz podgraf, bedacy topologiczna kopia (podzialem) grafu Kj.

(a) (b) ¢ (c)
A5. Narysuj graf, ktéry nie zawiera K5, ale zawiera topologiczna kopie K.

AG6. Uzasadnij, nie korzystajac ani z twierdzenia Kuratowskiego, ani z twierdzenia Wagnera, ze wszystkie
grafy na 5 wierzchotkach, oprécz K, sa planarne.

A'7. Zbadaj planarnosé ponizszych graféw. Jesli graf jest planarny, to narysuj go ptasko, czyli tak, by zadne
dwie krawedzie nie mialy punktéw wspdlnych (z wyjatkiem koricéw). Jezeli graf nie jest planarny, to albo
znajdZz w nim topologiczng kopie jednego z graféw K33 lub K3, albo uzasadnij, ze zawiera K33 lub Kj jako
minor.

(a) 3-kostka (b) 2 (c) ] .k. (d) @ (e) @

Definicja. Graf o liczbie chromatycznej co najwyzej k nazywamy grafem k-kolorowalnym.

AS8. Ocen poprawnosé¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w zaleznosci
od potrzeby, uzasadnieniem ogdlnym, przykiadem lub kontrprzyktadem.

(a) Jezeli graf nie zawiera ani K5, ani K33, to jest planarny.

(b) Dla ustalonego spdjnego grafu planarnego kazdy jego ptaski rysunek ma tyle samo Scian.

(c) Jezeli graf jest 4-kolorowalny, to jest planarny.

(d) Jezeli graf jest planarny, to jest 4-kolorowalny.

(e) Z wzoru Eulera wynika, Ze nie istnieje graf ptaski (czyli ptasko narysowany graf planarny), ktéry ma

doktadnie 6 wierzchotkéw, 6 krawedzi i 3 Sciany.

(f) Istnieje graf planarny G, dla ktérego v(G) =71 e(G) = 15.

(g) Spojny graf plaski o 10 wierzchotkach i 5 scianach ma 13 krawedzi.

(h) Triangulacja na 100 wierzchotkach ma 294 krawedzie.

(i) Istnieje graf planarny G, dla ktérego v(G) = 100 i e(G) = 293.
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Zadania na éwiczenia

Zad.1.

(a) Czy pelny graf dwudzielny K33 zawiera jako minor graf K47
(b) Czy pehlny graf dwudzielny Ky 4 zawiera jako minor graf K5?
(c) Czy pelny graf dwudzielny Ky g zawiera jako minor graf Kjo?

Zad.2. Czy ponizej podana wlasnosé¢ grafowa jest zamknieta na branie minora? Jesli tak, to podaj mozliwie
jak najmniejszy zbiér minoréw zakazanych dla tej wlasnosci. Jesli nie, to podaj kontrprzyktad.

(a) Graf jest dwudzielny.

(b) Graf nie zawiera Kg jako minora.

(c) Graf zawiera co najwyzej jeden cykl.
(d) Graf zawiera dokladnie jeden cykl.

Zad.3. Podaj interpretacje grafowa nastepujacego problemu. Jakiego parametru grafowego tu szukamy?

Uktadamy plan sesji egzaminacyjnej tak, by kazdy student mial co najwyzej jeden egzamin w ciagu dnia.
Chcemy znalez¢ najmniejsza mozliwa liczbe dni potrzebna na zaplanowanie wszystkich egzaminow.

Zad.4. Ocen poprawnosé¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w zaleznosci
od potrzeby, uzasadnieniem ogdlnym, przyktadem lub kontrprzykladem.
(a) Jesli e(G) < 3v(G) — 6, to G jest planarny.
Jesli e(G) > 3v(G) — 6, to graf G nie jest planarny.
Jesli graf G ma przynajmniej 3 wierzcholki i wiecej niz 3v(G) — 6 krawedzi, to G nie jest planarny.
Istnieje graf planarny G, dla ktérego 6(G) = 6.
Dla kazdego s > 100 istnieje triangulacja o s Scianach.
Kazdy graf dwudzielny jest 2-kolorowalny.
Kazdy graf dwudzielny ma liczbe chromatyczna 2.
Liczba chromatyczna cyklu nieparzystego wynosi 3.
(i) Kazdy graf planarny ma liczbe chromatyczna 4.
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Zadania do samodzielnego rozwiazania pdézniej

B1. Wyznacz wszystkie k, dla ktérych k-kostka jest grafem planarnym.

B2. Uzasadnij, nie korzystajac ani z twierdzenia Kuratowskiego, ani z twierdzenia Wagnera, ze wszystkie
grafy dwudzielne na 6 wierzchotkach, précz Ks 3, sa planarne.

B3.
(a) Ile $cian ma triangulacja na n wierzchotkach?
(b) Ile wierzchotkéw ma triangulacja o 100 Scianach?
(¢) Zalézmy, ze pewna triangulacja ma 496 $cian. Ile ma wierzchotkéw?
(d) Czy dopeknienie triangulacji moze by¢ grafem, ktérego plaski rysunek jest triangulacja?

B4. Czy ponizej podana wlasnosé grafowa jest zamknieta na branie minora? Jesli tak, to podaj mozliwie

jak najmniejszy zbiér minoréw zakazanych dla tej wlasnosci. Jesli nie, to podaj kontrprzyktad.
(a) Graf jest planarny.

) Graf jest drzewem.
c) Graf nie zawiera K.

) Graf nie jest planarny.
e) Graf jest dwudzielny.

f) Graf nie zawiera tréjkatow (tj. kopii K3).

) Graf nie zawiera K3 jako minora.

) Graf zawiera co najwyzej dwa cykle.

B5. Wyznacz liczbe chromatyczna:

a) kazdego niepustego drzewa,

(b) kraty 5 x 5,

(c) kraty 5x5 (czyli o 25 wierzchotkach), w ktérej polaczono krawedzia lewy dolny wierzchotek z prawym
gérnym wierzchotkiem, a prawy dolny — z wierzchotkiem lewym gérnym.



B6. Uzasadnij (nie korzystajac z zadnych twierdzen), ze

(a) Jezeli graf jest 2-kolorowalny, to nie zawiera nieparzystych cykli.
(b) Jezeli graf nie zawiera nieparzystych cykli, to jest 2-kolorowalny.

B7. W jaki spos6b pokolorowaé¢ w sposéb wiasciwy wierzchotki

(a) dowolnej $ciezki, majac dwa kolory?

(b) dowolnego drzewa, majac dwa kolory?

(c¢) dowolnego grafu, ktérego maksymalny stopied wynosi 3, majac cztery kolory?
Opisz idee algorytmu.

B8. Ocen poprawnos¢ kazdego z ponizszych zdan. W kazdym przypadku poprzyj odpowiedz, w zaleznosci
od potrzeb, uzasadnieniem ogélnym, przyktadem lub kontrprzyktadem.
(a) Jesli e(G) > 3v(G) — 61 v(G) < 3, to graf G jest planarny.
(b) Istnieje graf planarny G, dla ktérego v(G) = 100 i e(G) = 296.
(c) Istnieje graf planarny G, dla ktérego v(G) = 100 i e(G) = 190.
(d) Jesli graf zawiera topologiczna kopie grafu Ks, to zawiera jako minor graf K.
(e) Jesli graf zawiera jako minor graf Kj, to zawiera topologiczna kopie grafu K.
(f) Jesli graf zawiera K33 jako minor lub K5 jako minor, to zawiera topologiczna kopie grafu K33 lub
topologiczna kopie grafu Ks.
(g) Jesli graf G zawiera K4 jako minor, to x(G) > 4.
(h) Istnieje graf G, dla ktérego x(G) > 4, a ktéry nie zawiera Kjy.
(i) Nie istnieje spéjny graf plaski (czyli plasko narysowany grafu planarny), ktéry ma dokladnie 100
wierzcholtkéw, 150 krawedzi i 50 Scian.
(j) Dopekienie spéjnego grafu plaskiego o 20 wierzchotkach i 30 $cianach ma 142 krawedzie.
(k) Twierdzenie odwrotne do twierdzenia o czterech kolorach jest prawdziwe.
(1) Istnieje graf planarny o przynajmniej 11 wierzchotkach, ktérego dopehienie jest grafem planarnym.



