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Rozgrzewka grafowa

Pojecia, ktore nie powinny by¢ Panstwu obce:

graf

graf pelny K,,, pusty, trywialny, sciezka P,, cykl C),

stopien wierzcholtka, minimalny /maksymalny stopieri grafu, graf regularny
dopetnienie G¢ grafu

podgraf, podgraf indukowany, podgraf rozpiety

spéjnosé, sktadowe

drzewo, las

izomorfizm graféw

dwudzielnosé

Zad.1. W przypadku kazdego z ponizszych graféw ocen:
Czy jest regularny?

Czy jest dwudzielny?

Czy jest spdjny?

Ile posiada sktadowych?
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Zad.2. Definiujemy graf G ruchow skoczka szachowego na szachownicy 6 x6 tak: Kazde pole szachownicy
jest wierzcholkiem grafu, a dwa pola (wierzcholki) x, y sa przylegle w G wtedy i tylko wtedy, gdy skoczek
postawiony na x moze w jednym ruchu przeskoczy¢ na y.
Czy graf G jest (a) regularny? (b) dwudzielny? (c¢) spojny?
Zad.3.

(a) Ile krawedzi ma drzewo o n wierzchotkach? Ile krawedzi ma graf K7

(b) Narysuj drzewo na 4 wierzchotkach, ktérego dopelnienie jest drzewem.

(c¢) Dla jakich n istnieje drzewo o n wierzchotkach, ktérego dopelnienie jest drzewem?
(d) Dla jakich n istnieje las o n wierzchotkach, ktérego dopelnienie jest lasem?

Zad.4. Dlaczego w kazdym grafie suma stopni jest parzysta?

Zad.5. Oto definicja n-kostki @, (n € N): wierzcholkami sa wszystkie ciagi binarne dlugosci n, a
krawedz miedzy dwoma ciagami wstawiamy wtedy i tylko wtedy, gdy ciagi te réznig sie na dokladnie
jednym bicie.
(a) Ile wierzcholtkéw ma graf @, ?
(b) Ilu sasiadéw ma kazdy wierzchotek? Dlaczego?
c) Ile krawedzi ma @Q,?
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Zad.6.

(a) Ile jest wszystkich graféw na zbiorze wierzchotkéw {1,...,n}?

(b) Lisek Chytrusek napisal program generujacy wszystkie grafy na zadanych 10 wierzchotkach.
Na komputerze liska program ten generuje grafy z predkoscia 1 mln graféw na sekunde. Ile (z
grubsza) czasu zajmie mu wygenerowanie wszystkich graféw na 10 wierzchotkach?

Zad.7. Zbadaj, czy podane na koricu listy grafy sa izomorficzne. Jesli nie — uzasadnij dlaczego, jesli tak
— wskaz izomorfizm. Prosze zbadaé tylko pary: 1,2,6.

Zad.8. (rezerwowe) Czy k-kostka jest grafem (a) spéjnym? (b) dwudzielnym?



B1. Narysuj graf, ktory
(a) zawiera Sciezke Ps (czyli $ciezke o 5 wierzchotkach) jako podgraf, cykl Cs jako podgraf, a ponadto
graf ten ma doktadnie 3 skladowe. Jaka jest najmniejsza liczba wierzchotkéw takiego grafu?
(b) jest 4-regularny, a jego dopelienie zawiera graf pelny K¢ jako podgraf.

B2.

(a) Narysuj 5 réznych cykli o zbiorze wierzchotkéw {1,2,3,4,5}. Ile jest wszystkich takich cykli?
(b) Narysuj 5 réznych drzew o zbiorze wierzchotkéw {1,2,3,4}. Ile jest wszystkich takich drzew?

B3. Ile krawedzi ma graf

(a) bedacy dopelnieniem grafu 4-regularnego na 123 wierzchotkach?
(b) dwudzielny o dwupodziale (X,Y), w ktérym |X| = 80 a kazdy wierzcholek ze zbioru X ma
stopien 27

B4. Pewna zdrowa spotecznosé kosmici postanowili zarazi¢ paskudnym wirusem. Wirus szerzy sie tak,
ze kazdy chory zaraza wszystkich swoich znajomych, a chorzy nigdy nie zdrowieja. Kosmici chcieliby
wiedzieé, jaka jest najmniejsza liczba ludzi, ktérych zarazenie sprawi, ze po jakim$ czasie wszyscy beda
chorzy. Zinterpertuj problem w jezyku graféw: jaki parametr grafowy interesuje kosmitow?

B5. Na przyjeciu 9-osobowym zapytano uczestnikéow, z iloma obecnymi osobami przywitali sie. Dwie
osoby powiedzialy, ze z dwoma, trzy — z trzema, a cztery — z czterema. Uzasadnij, ze nie wszyscy
powiedzieli prawde.

B6. Czy w kazdym grafie liczba wierzchotkéw stopnia nieparzystego jest parzysta?

B7. Czy istnieje graf
(a) o 6 wierzcholkach i stopniach wierzchotkéw odpowiednio: 1,2,3,3,4,47
(b) o 6 wierzchotkach i stopniach wierzchotkéw odpowiednio: 1,2,2,3,5,57
(¢) o 5 wierzchotkach, ktéry jest drzewem, a jego dopehienie jest lasem?

B8. Niech Q%z) dla n > 2 bedzie grafem, ktorego wierzcholkami sa wszystkie ciagi binarne dtugosci n,
a krawedz miedzy dwoma ciagami wstawiamy wtedy i tylko wtedy, gdy ciagi te réznig sie na doktadnie
dwoéch bitach.

(a) Ilu sasiadéw ma kazdy wierzcholek?

)
(c) Czy Q:(f) jest spdjny?
(d) Czy Q:(f) jest dwudzielny?
) Czy Qg) jest spdjny dla jakiego$ n > 37
f) Czy Qg) jest dwudzielny dla jakiego$ n > 37

B9. Narysuj wszystkie parami nieizomorficzne drzewa o 6 wierzchotkach.

B10. Zbadaj, czy podane (na koricu listy) grafy sa izomorficzne. Jesli nie — uzasadnij dlaczego, jesli tak
— wskaz izomorfizm. Prosze zbada¢ wszystkie pary nie zbadane na ¢wiczeniach.

B11. Na pewnej wyspie kazde miasto ma bezposrednie polaczenie lotnicze z co najwyzej trzema innymi
miastami, a z kazdego miasta jest mozliwo$é podrézy samolotem do kazdego innego miasta z co najwyzej
jedna przesiadka. Interesuje nas, ile najwiecej miast moze znajdowac sie na tej wyspie.

(a) Przedstaw interpretacje grafowa tego problemu.

(b) Narysuj mape wyspy z jak najwieksza potrafisz liczba miast spelniajacych warunki zadania.

(¢) Rozwiaz problem, tzn. wyznacz szukana najwieksza liczbe miast.

B12. G jest skoriczong grupa witajacych sie oséb, w ktorej sa przynajmniej dwie osoby. Nie wszyscy
musza sie przywitaé ze wszystkimi. Czy zawsze znajdziemy w takiej grupie dwie osoby, ktére przywitaty
sie z ta sama liczba ludzi? Przetlumacz problem na jezyk graféw (i rozwiaz).
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