Rachunek prawdopobienstwa: rozgrzewka przed drugim kolokwium

1. Zmienna losowa (X,Y’) ma dystrybuante dana wzorem

1 gdy x> 05iy > 2,

83 gdy x € (0,0.5) iy > 2,
Fxy(z,y) = y*/4 gdy 2> 051y €(0,2),
2?2 gdy x € (0,0.5) iy € (0,2),
0 w pozostatych przypadkach.

i) Czy zmienne losowe X 1Y sa niezalezne?
ii) Oblicz P(1 <Y <5)i VarX.

2. Gesto$¢ zmiennej losowej (X,Y) dana jest wzorem:

4z gdy z € (0,1)i2z?<y<1,
0  w pozostalych przypadkach.

fxy(z,y) = {

i) Znajdz gestosci brzegowe fx(z) i fy(y).
i) Znajdz wspolczynnik korelacji
Cov(X,Y)

XY)= ——~—.
,0( ) v/ VarXVarY

iii) Czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne?
iv) Znajdz rozktad zmiennej losowej U = XY3.
V) Oblicz FX7y(2, 1/2)

3. W urnie znajduja si¢ 2 kule biate, 2 kule czarne i 2 kule czerwone. Z urny losujemy réwnoczesnie 3 kule.
Niech X oznacza liczbe wylosowanych kul czarnych, a Y liczbe wylosowanych kul biatych.
i) Znajdz wspolczynnik korelacji
Cov(X,Y)

VVarXVarY
ii) Znajdz rozklad zmiennej losowej Z = E(X|Y).

p(X,Y) =

4. Znajdz rozklad stacjonarny tancucha Markowa o macierz przejscia:

0 2/3 1/3 0

1/3 0 1/3 1/3

1/3 1/3 0 1/3

0 1/2 1/2 0

Czy tancuch ten jest odwracalny? Jezeli odpowiedz jest negatywna zaproponuj sposéb odréznienia zapisu
stanéw tancucha od “odwréconego” zapisu standéw tancucha.

=

5. W pierwszym kapeluszu sa 3 kule biate, a w drugim 3 kule czarne. W n—tym doswiadczeniu, losujemy
po jednej kulce z obu kapeluszy i zamieniamy je miejscami. Niech X, bedzie liczba bialych kulek w
pierwszym kapeluszu po n do$wiadczeniach. Wyznacz macierz przejscia dla tancucha Markowa (X,,)52,
i znajdz jego rozklad stacjonarny.Czy tancuch ten jest ergodyczny? Czy jest odwracalny?

6. Cztery robaczki swietojanskie, mogace Swiecié¢ na dwa kolory, siedza naokoto okragtej miseczki zmieniajac
kolor co sekunde w nastepujacy sposob. Kazdy robaczek przybiera z prawdopodobienstwem 2/3 kolor
robaczka siedzacego po prawej stronie, a z prawdopodobienstwem 1/3 kolor robaczka siedzacego po
stronie lewej.

i) ZnajdZz macierz przejécia dla tego lancucha, zakladajac, ze robaczki nie sa rozréznialne (macierz
taka ma szes¢ réznych stanéw).
ii) Czy ten tancuch jest odwracalny?
iii) Znajdz wszystkie rozklady stacjonarne dla tego tancucha.

Wskazéwka do polecenia (iii): Zanim przystapia Panstwo do liczenia, warto przez chwile pomysleé.
verte —



6. Rozpatrzmy proces galazkowy generowany przez zmienng losowa X o rozktadzie
Pr(X =0)=a, Pr(X=2)=1/3, Pr(X =3)=2/3 —aq,

gdzie 0 < a < 2/3. Znajdz zaleznos$é¢ od parametru a prawdopobienstwa n(a), ze proces wymrze.

7. Zaproponuj algorytm, oparty na tancuchach Markowa, ktéry generuje rodzine S rozlacznych pod-
zbioréw dwuelementowych zbioru [n] = {1,2,,...,n} taki, ae (w stanie stacjonarnym) kazdy podzbiér
wystepuje z tym samym prawdopodobienstwem. Nastepnie wprowadz do niego zmiany, tak by kazdy

podzbiér zawierajacy s roztacznych dubletonéw wystepowal z prawdopobienstwem proporcjonalnym
do 3°.



