RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA.
WARUNKOWA WARTOSC OCZEKIWANA I MARTYNGALY.

W tej czesci notatek wszystkie rozpatrywane zmienne losowe sg dyskretne (analogiczne pojecia mozna
zdefiniowa¢ dla zmiennych losowych bez tego dodatkowego zaltozenia, ale jest to nieco dtuzsze i bardziej
skomplikowane).

Definicja. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowq zmienng losowq ciggle. Warunkowa funkcjg gestosci
frix(ylz) nazywamy funkcje

L) gdy fx(x) #0
0 g9dy fx(z) =0,

a warunkowa wartoscig oczekiwang F(Y'|X) nazywamy zmienng losowg ¥(X), gdzie

v(a) = [ uhvlyle)dy.

frix(ylz) = {

Definicja. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowq zmienng losowq dyskretng, a {x;}ie; zbiorem atomdéw o
mierze niezerowej zmiennej losowej X. Wiedy warunkowa warto$é oczekiwana Z = E(Y|X) jest
zmienng losowq, ktora dla dowolnego w € Q takiego, ze X (w) = x; przyjmuje wartosé

PY =y, X =u)

Z(w) =E(Y[X =)= Y yB(Y =ylX =)= Yy

Yy

Innymi stowy, E(Y|X) = ¢(X), gdzie

P2) =EY|X =2)=) yP(Y =ylX =2)=) y

Nietrudno zauwazy¢ (i udowodnié!), nastepujacy fakt.
Twierdzenie. E(E(Y|X)) =EY.

Zauwazmy, ze (przynajmniej dla zmiennych losowych dyskretnych) rozklad zmiennej losowej E(Y|X)
zalezy wylacznie od zmiennej losowej Y i podziatu jaki generuje zmienna X dzielgc przestrzen zdarzen
elementarnych ) na zdarzenia o niezerowej mierze. Dlatego czesto warunkowsg wartosé¢ oczekiwang
wprowadzamy w sposOb nastepujacy.

Definicja. Niech F = Fy U Fy U ... bedzie podziatem przestrzeni ) na co najwyzej przeliczalng liczbe
zdarzen, z ktorych kazde ma niezerowqg miare, a X : 2 — R bedzie zmienng losowq okreslong na tej
przestrzeni. Wtedy warunkowa wartos$é oczekiwana Z = E(X|F) jest zmienng losowq przyjmujgcg
wartosé
PH{X =z}NnE)

P (F;)

Zw)=> zP(X =z|F)=> =z

x

dla wszystkich w € F;.

Definicja. Filtracja przestrzeni probabilistycznej (2, X2, P) jest cigg podziatéw tej przestrzeni Fo, Fi, ..., Fy
na zdarzenia o niezerowej mierze taki, ze
i) Fo = {2},
ii) dla kazdego i = 1,2,...,t, podzial F; jest podpodziatem podziatu F;_q, tzn. kaZde zdarzenie nale-
zgce do F; jest podzbiorem pewnego zdarzenia nalezacego do F;_ 1.

Definicja. Niech X bedzie zmienng losowq, a Fo, Fi,...,F; bedzie filtracjg przestrzeni Q). Wtedy cigg
zmiennych losowych

Xo=EX|F), X1 =EX|F), ..., Xy =EX|F)

nazywamy martyngatem Dooba.



Zauwazmy, ze jesli Xg, Xq,...,X; jest martyngalem Dooba generowanym przez zmienng losowg X,
to Xg =EX (tzn. P(Xo =EX) = 1) i dla kazdego i = 1,2, ..., ¢, mamy

X1 =E(X;|X;1) = E(X|X;1).
Martyngat Dooba jest szczegdlnym przypadkiem martyngatu.

Definicja. Cigg zmiennych losowych Xy, X1, Xo, ... jest martyngatem jesli dla kazdego n > 0 zacho-
dzi
o E[X,| < o0,
[ ] E(Xn+1|Xn, anly oo ,X(]) = Xn
Podstawowym twierdzeniem dotyczacym martyngaléw jest nastepujace twierdzenie o zbieznosci.

Twierdzenie. Jesli Xy, X1, Xo,... jest martyngalem takim, Ze dla pewnej statej C mamy EX? < C
dlan >0, to istnieje taka zmienne losowa X, ze X, 2= X i X, END'E



