RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA
LANCUCHY MARKOWA.

Definicja. Lancuchem Markowa nazywamy cigg zmiennych losowych Xo, X1, Xo, ... taki, Ze dla
dowolnych wartosci 1g,11,...,1,

P(Xe =0 Xooy =441, Xy = G4—o, ..., Xo =d0) =P (X = 04| Xomq = 441) .

Zwykle przyjmujemy, ze wszystkie wartosci zmiennych losowych X; naleza do zbioru stanéw tan-
cucha S = {1,2,...,s}. Interesowaé nas beda wylacznie jednorodne lancuchy Markowa, tzn. takie,
w ktorych dla kazdego ¢ zachodzi

P(X;=jlXio1 =10) =P (X5 =j|Xo=1) .
Definicja. Macierza przejscia (jednorodnego) laricucha Markowa nazywamy macierz I1 = [p;;], gdzie
pij =P (X1 = j|Xo = i)
oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu i do stanu j.

Twierdzenie. Niech I = [pfj], gdzie pﬁj oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu t do stanu j
w doktadnie t krokach. Wtedy 11V = II*,

Twierdzenie. Niech (X;)32, bedzie taricuchem Markowa o macierzy przejécia 11, a p' oznacza rozktad
zmiennej losowe] X;, dlai=0,1,.... Wtedy dla kazdego k,t =1,2,..., zachodzi

ﬁt _ ﬁt_IH — pOH(t) — ﬁOHt7
a takze

ﬁt+k — ﬁtl_[k )

Uwaga Suma wyrazéw w kazdym z wierszy macierzy II (oraz IT") jest zawsze réwna 1.

Definicja. Wektor 7 = (mq,...,m,) nazywamy rozkltadem stacjonarnym lancucha Markowa o ma-
cierzy przejscia Il = [p;;], jesli >y mi =1, m; > 0 dla kazdego i = 1,2,...,n i 7ll = 7.

Twierdzenie. Kazdy (jednorodny) tancuch Markowa (o skoriczonej liczbie standw) ma przynajmniej
jeden rozktad stacjonarny.

Definicja. fancuch Markowa nazywamy nieprzywiedlnym, lub nieredukowalnym ¢dy z niezero-
wym prawdopodobienstwem z kazdego stanu mozemy przejsé do kazdego innego, byé moze w kilku kro-
kach, tzn. gdy dla dowolnych stanéw i, j istnieje takie t, ze p;;(t) > 0.

Definicja. Okresem stanu i tancucha Markowa nazywamy najwiekszy wspolny podzielnik liczb ze zbioru
{t : pii(t) > 0}. Jesli okresy wszystkich standéw laricucha sq réwne jeden to taricuch nazywamy nieokre-
sowym, w przeciwnym razie tancuch ten jest okresowy.

Twierdzenie. W laricuchu nieprzywiedlnym wszystkie stany majg ten sam okres.
Definicja. Nieprzywiedlny i nieokresowy tancuch Markowa nazywamy ergodycznym.

Twierdzenie (TWIERDZENIE ERGODYCZNE). Kazdy (jednorodny) ergodyczny tancuch Markowa (o
skonczonej liczbie standw) ma dokladnie jeden stan stacjonarny ®@ = (my,...,m,) @ dla kazdej pary
stanow i, j zachodzi

. t

Jim bl =
Twierdzenie. Jesli dla dowolnych dwéch standw i, 7 pewnego taricucha Markowa zachodzi

TiPij = TjPji
gdzie m = (M1, ..., M), M =2 0 dlat=1,2,...;ni>0" m =1, to laricuch taki nazywamy odwracal-
nym, a 7 jest rozkladem stacjonarnym tego tancucha.



