
Zastosowania grafów w bioinformatyce. Wypisy z wyk ladów.
Wyk lad V. Algebraiczna teoria grafow I

Wprowadzone poje
↪
cia: macierz przyleg lości, wartość w lasna, wektor w lasny, ślad macierzy.

Podstawowe twierdzenia

Poniżej macierz A oznacza zawsze macierz przyleg lości pewnego grafu G = (V,E) o n = |V | wierz-
cho lkach, a λ1 ⩾ λ2 ⩾ . . . ,⩾ λn oznaczaja

↪
wartości w lasne tej macierzy.

Twierdzenie 1. Jeśli B = [bij] = Ak, to bij jest liczba
↪

spacerów w G zaczynaja
↪
cych sie

↪
w wierzcho lku

i, a kończa
↪
cych sie

↪
w wierzcho lku j.

Twierdzenie 2. Jeśli G jest grafem d-regularnym, to d jest wartościa
↪

w lasna
↪
A (tzn. λ1 = d)

odpowiadaja
↪
ca

↪
wektorowi w lasnemu [1, 1, , . . . , 1]. Wartość ta jest niezdegenerowana (tzn. λ2 < d)

wtedy i tylko wtedy, gdy G jest spójny.

Twierdzenie 3. Wszystkie wartości w lasne macierzy A sa
↪

rzeczywiste, a odpowiadaja
↪
ce im wektory

w lasne maja
↪

rzeczywiste wspó lrze
↪
dne.

Twierdzenie 4. Wektory w lasne odpowiadaja
↪
ce różnym wartościom w lasnym sa

↪
ortogonalne.

Twierdzenie 5. Istnieje baza ortogonormalna przestrzeni Rn sk ladaja
↪
ca sie

↪
z wektorów w lasnych

macierzy A.

Twierdzenie 6. Jeśli C jest macierza
↪
, której kolumnami sa

↪
wektory bazy ortonormalnej sk ladaja

↪
cej

sie
↪

z wektorów w lasnych A, a Λ oznacza macierz, na której przeka
↪
tnej znajduja

↪
sie

↪
wartości w lasne A,

a wszystkie wyrazy poza przeka
↪
tna

↪
sa

↪
równe zeru, to

Λ = CACT i A = CTΛC .

W szczególności, dla dowolnego k mamy

Ak = CΛkCT .

Twierdzenie 7. Tr[Ak] =
∑

i λ
k
i , gdzie każda

↪
wartość w lasna

↪
liczymy z odpowiadaja

↪
ca

↪
jej krotnościa

↪
.

W szczególności:

Tr[A] =
∑n

i=1 λi = 0,
Tr[A2] =

∑n
i=1 λ

2
i =

∑
v∈V deg(v) = 2|E|,

Tr[A3] =
∑n

i=1 λ
3
i jest liczba

↪
trójka

↪
tów w G pomnożona

↪
przez sześć.

Twierdzenie 8. Jeśli macierz spe lnia pewne równanie, to każda wartość w lasna macierzy A takie
równanie również spe lnia.

Czyli, na przyk lad, jeśli dla macierzy A zachodzi

A5 − 4A4 + 3A + 5I = 0,

to dla każdej wartości w lasnej mamy

λ5 − 4λ4 + 3λ + 5 = 0 .

Zauważmy, że pierwsze z tych równań dotyczy macierzy, a drugie liczb.
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