Zastosowania graféw w bioinformatyce. Wypisy z wykladéw.
Wykiad V. Algebraiczna teoria grafow I

Wprowadzone pojecia: macierz przyleglosci, wartosé¢ wlasna, wektor wlasny, slad macierzy.

Podstawowe twierdzenia

Ponizej macierz A oznacza zawsze macierz przyleglosci pewnego grafu G = (V, E) o n = |V| wierz-
chotkach, a Ay > Ay > ..., > A\, oznaczaja wartosci wlasne tej macierzy.
Twierdzenie 1. Jesli B = [b;;] = AF, to by jest liczba spaceréw w G zaczynajacych sie w wierzchotku
1, a konczacych sie w wierzchotku j.
Twierdzenie 2. Jesli G jest grafem d-reqularnym, to d jest wartosciq wlasna A (tzn. A\ = d)

odpowiadajacq wektorow: wlasnemu [1,1,,...,1]. Wartos¢ ta jest niezdegenerowana (tzn. Ay < d)
wtedy i tylko wtedy, gdy G jest spojny.

Twierdzenie 3. Wszystkie wartosci wtasne macierzy A sa rzeczywiste, a odpowiadajgce im wektory
wltasne maja rzeczywiste wspotrzedne.

Twierdzenie 4. Wektory wtasne odpowiadajace roinym wartosciom wtasnym sq ortogonalne.

Twierdzenie 5. Istnieje baza ortogonormalna przestrzeni R™ sktadajoca sie z wektorow wlasnych
macierzy A.

Twierdzenie 6. Jesli C' jest macierza, ktorej kolumnami sq wektory bazy ortonormalne; sktadajgcej
sie z wektorow wlasnych A, a A oznacza macierz, na ktorej przekatnej znajdujg sie wartosci wtasne A,
a wszystkie wyrazy poza przekatng sq rowne zeru, to

A=CACT i A=CTAC.
W szczegdlnosci, dla dowolnego k mamy
AF = CAFCOT
Twierdzenie 7. Tr[A*] = > N gdzie kazda wartosé wtasng liczymy z odpowiadajaca jej krotnosciq.
W szczegolnosci:
Tr[A]=>" A\ =0,
Tr[A%] = 370, A = 3, oy deg(v) = 2|E],

Tr[A%] = 30 | A2 jest liczba trdgkatéw w G pomnozona przez szesé.

Twierdzenie 8. Jesli macierz spetnia pewne rownanie, to kazda wartosé wtasna macierzy A takie
rownanie rowniez spetnia.
Czyli, na przyktad, jesli dla macierzy A zachodzi

AP —4A* £ 3A+51 =0,
to dla kazdej wartosci wtasnej mamy
N =4+ 30 +5=0.

Zauwazmy, ze pierwsze z tych rownan dotyczy macierzy, a drugie liczb.



