
Zastosowania grafów w bioinformatyce. Wypisy z wyk ladów.
Wyk lad II (20 października 2022). Skojarzenia.

Wprowadzone poje
↪
cia: graf dwudzielny, skojarzenie, skojarzenie maksymalne, skojarzenie najwie

↪
ksze,

skojarzenie doskona le, system różnych reprezentantów.

Podstawowe twierdzenia

Twierdzenie 1. Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy G nie zawiera nieparzystego cyklu.

Twierdzenie 2 (Hall). Niech G = (V,E) be
↪
dzie grafem dwudzielnym o dwupodziale V = X ∪ Y .

Graf G zawiera skojarzenie nasycaja
↪
ce wszystkie wierzcho lki ze zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnego zbioru S ⊆ V
|N(S)| ⩾ |S| .

Twierdzenie 3 (Tutte). Graf G = (V,E) zawiera skojarzenie doskona le wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego zbioru S ⊆ V

o(G \ S) ⩽ |S| ,
gdzie o(G \ S) oznacza liczba

↪
sk ladowych o nieparzystej liczbie wierzcho lków w grafie G \ S.

Twierdzenie 4 (Christofides). Niech G be
↪
dzie grafem z wagami, spe lniaja

↪
cymi warunek trójka

↪
ta.

Istnieje algorytm wielomianowy znajduja
↪
cy w G cykl Hamiltona o wadze nie wie

↪
kszej niż (3/2)TSP.

Na wyk ladzie udowodnilísmy pierwsze twierdzenie 1, po jednej (prostszej) implikacji z twierdzeń
Halla i Tutte’a i opisalísmy jak dzia la algorytm Christofidesa.

Ka
↪
cik (bio)informatyka

Problem decyzyjny “Czy graf zawiera skojarzenie doskona le?” należy oczywíscie do klasy NP.
Twierdzenie Tutte’a pokazuje, że należy on również do klasy coNP.

Można jednak pokazać, że jest on nawet w klasie P. Co wie
↪
cej, istnieje algorytm o wielomianowym

czasie dzia lania znajduja
↪
cy w zadanym grafie ważonym skojarzenie o najwie

↪
kszej (albo, jeśli Państwo

wola
↪
, najmniejszej) wadze. Z algorytmu takiego korzystamy w algorytmie Christofidesa.

Warto jednak zauważyć problem pokrycia wierzcho lków grafu ustalonymi spójnymi podgrafami o
wie

↪
cej niż jednej krawe

↪
dzi jest NP-zupe lny.
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